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Zusammenfassung

Diese Vorlesung wurde im WS 2017/18 gehalten (28 x 90 min). Der Beweis von Theorem 4.0.1 ist im nicht-
kompakten Fall nicht vollstindig (die Existenz von “geniigend” meromorphen Funktionen fehlt noch). Der
Beweis der Aussagen iiber Cech-Kohomologie wurde i.d.R. weggelassen. Der Beweis von Serre-Dualitit wurde
aus Zeitgriinden weggelassen. Ebenfalls nicht bewiesen wurde der Satz von Schwartz iiber kompakte Operatoren.
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Kapitel 1

Einstimmung

Dieses erste Kapitel ist eine Einstimmung auf einige Ideen der Vorlesung. Abgesehen von der Definition holo-
morpher Funktionen werden alle Begriffe und Sétze spéter noch einmal ausfithrlicher erliutert bzw. prézisiert.

Ahnlich wie die lokale Theorie reeller Mannigfaltigkeiten auf reell differenzierbaren Funktionen basiert, und
wie die Theorie algebraischer Varietdten und Schemata lokal durch polynomiale Funktionen beschrieben wird,
basiert die Theorie der Riemannschen Flachen auf einer Klasse von Funktionen, die wir nun einfiithren:

Definition 1.0.1. Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit holomorph oder auch komplex differenzier-
bar in zg € C, wenn der Limes
f(z) — f(20)

z—20 Z— 2o
existiert. (D.h. fiir jede Folge z, mit z, — zg existiert der Limes der Folge w und fiir alle solche Folgen
sind deren Limites gleich.) f heifit holomorph, wenn sie in allen Punkten zg €U holomorph ist. Die Menge der
holomorphen Funktionen wird mit O(U) bezeichnet.

Beispiel 1.0.2. f(z) = z ist holomorph. Hingegen sind f(z) =z, f(z) = R(z), f(z) = J(2) nicht holomorph.

Obwohl die Definition holomorpher Funktionen wortwortlich die gleiche ist wie die Definition (reeller) diffe-
renzierbarer Funktionen, ergeben sich dennoch gravierende Unterschiede zwischen reeller und komplexer Ana-
lysis, wie wir an folgendem Theorem sehen:

Theorem 1.0.3. Sei f: U — C eine Funktion und zy € U beliebig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist holomorph

(i) f ist unendlich oft komplex differenzierbar () sei die v-te Ableitung)

(iti) f ist analytisch, d.h. es gilt fiir beliebiges zo € U und beliebiges R > 0 so dass Ur(z9) C U und beliebiges
z € Ug(z0), dass f durch eine auf Ug(zo) absolut konvergente Reihe gegeben ist:

@) =3 e~ )"
v=0

f(”)EZo) y

(Man kann daraus folgern, dass a, = *—;

Bemerkung 1.0.4. Die Implikationen (iii) = (ii) = (i) in Theorem 1.0.3 sind eine Umformulierung von Lem-
ma 2.1.3 (und gelten auch fiir reelle Potenzreihen analog). Eines unserer Hauptziele im folgenden Kapitel wird
der Beweis der Richtung (i) = (iii) sein. Diese Implikation beruht entscheidend auf der Annahme, dass f
holomorph ist, wie man am Beispiel von Ubungsaufgabe 2.7.3 sieht.

Definition 1.0.5. Eine Riemannsche Fldche X ist ein zusammenhéngender topologischer Raum, so dass es fiir
jeden Punkt z € X eine offene Umgebung U > x gibt zusammen mit einem Homdomorphismus ¢ : U — V auf
eine offene Teilmenge V' C C gibt. (Man nennt ¢ auch eine Karte.) Fiir eine weitere solche Karte U’ 35 x, ¢’ :
U’ — V' muss die sog. Ubergangsabbildung

Y oplipUNU) = UNU")

eine holomorphe Abbildung sein.
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Eine Abbildung zwischen Riemannschen Flichen f : X7 — X5 ist eine stetige Abbildung so, dass es fiir jedes
x1 € X7 und x5 := f(x1) eine Karte zo € Us 22 Vo und z1 € Uy 25 V; gibt, so dass die Abbildung

@20 f ool u(r1wayntn)  e1(fTHU2) NUL) = Us

holomorph ist.

— X'\
~

s

C

Beispiel 1.0.6. C und allgemeiner jede offene zusammenhingende Teilmenge U C C ist eine Riemannsche
Flache.

Beispiel 1.0.7. Die projektive Gerade P! ist
Uy UU/ ~,

wobei Uy = Uy = C und Uy 3 z # 0 mit 1/z € U, identifiziert wird. Die natiirliche Abbildung C = U; — P!
in die 1. Kopie ist offenbar injektiv und identifiziert C mit einer offenen Teilmenge von P'. Das Komplement
besteht aus einem Punkt, der mit co bezeichnet wird. Als Menge gilt also P! = CL{co}. P! ist eine Riemannsche
Fliche.

Man kann leicht einen Homomorphismus P! — S? angeben (ﬁbungsaufgabe 1.1.1), daher wird P! auch
als Riemann-Sphdre bezeichnet.

Beispiel 1.0.8. Sei 7 € C\R. Betrachte die Untergruppe
N:=ZPDTZ.

Der Quotient X := C/A ist ebenfalls eine Riemannsche Fliche, eine sog. elliptische Kurve: die Projektion
m:C — C/A ist, lokal um jeden Punkt z € C eine Bijektion, dies definiert eine eindeutige Topologie auf X, so
dass 7 stetig ist. Die Ubergangsabbildungen sind in diesem Fall gegeben durch z — z.

Definition 1.0.9. Eine meromorphe Funktion auf einer Riemannschen Fliache X ist eine holomorphe Abbildung
f: X — P!, die nicht konstant oo ist.

Satz 1.0.10. Die meromorphen Funktionen auf X bilden einen Korper, den sog. Funktionenkérper von X.

Beweis. Man zeigt, dass meromorphe Funktionen lokal von der Form f/g sind, wobei f, g holomorph und g # 0.
Damit ist der Satz eine Folgerung aus dem Identitétssatz, welcher insbesondere besagt, dass eine holomorphe
Funktion f auf einem zusammenhéngenden Raum genau dann 0 ist, wenn f in einer Umgebung eines beliebigen
Punktes verschwindet. O



Beispiel 1.0.11. Wie wir spiiter sehen werden, ist der Funktionenkérper von P! gerade C(z), d.h. jede mero-
morphe Funktion auf P! ist rational, d.h. von der Form p/q mit p, q € C|z]. Algebraische Begriffe, wie etwa der
der Galois-Erweiterung (hier von C(z)) haben geometrische Analoga.

Satz 1.0.12. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, 2.B. X = P', X = C/A, jedoch nicht X = C oder
C*. Jede holomorphe Funktion [ : X — C ist dann konstant.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache (Folgerung 2.3.7), dass jede holomorphe Funktion ¢ : U — C (U C C
offen) entweder konstant ist oder offen ist, d.h. Bilder offener Mengen sind wieder offen. Mithilfe dessen: wére
f # const, so wire f(X) C C offen, andererseits auch als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen
Abbildung kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrankt. Dies ist nicht moglich. O

Holomorphe Funktionen f : X — C sagen also nichts iiber X aus, falls X kompakt ist. Dies dndert sich,
wenn wir Funktionen betrachten, die (auf kontrollierte Weise) in einigen Punkten gegen oo divergieren.

Als Illustration betrachten wir die Funktion
f:P' S PlLz—2" (neZ)

(diese ist wohldefiniert, da C* 3 z ~ 1/2z +— 2™ ~ 1/2"). Fiir n = £1 ist die Abbildung bijektiv. Allgemeiner,
fiir n # 0 hat jeder Punkt w € P! genau n Urbilder, wenn wir sie mit Vielfachheiten zihlen. Fiir fast alle
w (d.h. alle bis auf endlich viele) hat f~!(w) genau n Elemente und allgemeiner ist f~1(W) homéomorph zu
U W fiir eine hinreichend kleine Umgebung W > w. In einigen Punkten “kollabieren” die Urbilder, diese
heiflen Verzweigungspunkte. Fiir obiges f sind 0 und oo genau die Verzweigungspunkte.

Begriffe der algebraischen Zahlentheorie, wie z.B. der der Verzweigung, haben ihren Ursprung in der Theorie
Riemannscher Fliachen: eine kompakte Riemannsche Flidche entspricht in dieser Analogie einem Zahlkérper K
(bzw. dessen Ring Ok der ganzen Zahlen).

Definition 1.0.13. Sei X eine Riemannsche Flidche und D ein Divisor, d.h. eine formale Linearkombination
D =nyz1+...np2g,

mit n; € Z und z; € X. Wir bezeichnen mit Op(X) die meromorphen Funktionen f : X — P! die auBerhalb
der z; holomorph sind und auflerdem folgende Bedingung erfiillen:

ord,, f > —n;.

D.h. falls n; > 0 muss f in 2z; mindestens eine Nullstelle (n;)-ter Ordnung haben. Falls n; < 0 darf f in z;
einen Pol von hochstens (n;)-ter Ordnung haben. Letzteres bedeutet, dass 1/f (in einer Umgebung von z;) eine
Nullstelle mindestens (—n;)-ter Ordnung hat.

Beispiel 1.0.14. Fiir X = P! und D = n - oo ist

0 n <0
Op(X) = C n=0
@ ,Cz' n>0

Im ersten Fall gibt es keine solchen Funktionen, da f dann holomorph, also konstant, aber auch in co verschwin-
det. Fiir den dritten Fall haben wir gesehen, dass 1, z,22,...,2" auf C C P! meromorph sind und in oo einen
Pol maximal n-ter Ordnung haben. Die umgekehrte Tatsache erfordert dhnliche Argumente wie sie auch fiir
Beispiel 1.0.11 gebraucht werden.

Insbesondere stellen wir fest:
h%(D) := dimg Op(P') = deg D + 1.

(Hierbei ist deg D = > n; fiir D wie oben der Grad von D.)

Definition 1.0.15. Das Geschlecht g(X) € Z=° einer kompakten Riemannschen Fliche X lisst sich anschaulich
“definieren” als “Anzahl der Henkel”. Beispielsweise ist g(P!) = 0 und g(C/A) = 1 (Beispiel 1.0.8).



10 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG

Eine priizise Definition erfordert mehr Techniken der algebraischen Topologie (sog. singulire Homologie)
oder der Funktionentheorie (Kohomologiegruppen).

Das Geschlecht ist eine grobe Invariante kompakter Riemannscher Flichen: zwei kompakte Riemannsche
Fliachen X, Y sind homdomorph genau dann, wenn gilt:

9(X) = g(Y).

Homo6omorph zu sein ist eine wesentlich schwéchere Bedingung als dass sie isomorph sind, d.h. dass es holomor-
phe Abbildungen
[ X—=Ygg:Y > X

gibt mit f o g = idy, g o f = idx. Die Isomorphieklassen (ggf. kompakter) Riemannscher Flichen sind daher
weitaus reichhaltiger als {0, 1,...}. Beispielsweise sind die elliptischen Kurven C/(Z ® 7Z) und C/(Z ® 7'Z)
genau dann isomorph, wenn

T = A7/,

A € GLy(Z) (jedoch fiir beliebige 7, 7" hom6omorph).

Theorem 1.0.16. (Satz von Riemann-Roch) Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann gilt
hO(D) — h'(D) =degD +1 — g.

Hierbei ist h°(D) := dimc Op(X). Weiter ist h*(D) ein Korrekturterm. Wir bendtigen einige Vorarbeiten, um
ihn zu definieren und auch um zu zeigen, dass h°(D) und h'(D) endlich sind. Fiir deg D > 0 (in Abhingigkeit
von X ) ist aber h*(D) = 0. Die Zahl g = g(X) ist das sog. Geschlecht von X.

Der Satz von Riemann-Roch ist ein Eckpfeiler der Theorie kompakter Riemannscher Flichen und kann auch
auf hoher-dimensionale Objekte verallgemeinert werden. Eine Anwendung: sei X = C/A, A=Z®7Z, T ¢ Z.
Die Weierstrafische p-Funktion ist definiert als

Man priift, dass die Reihe fiir z ¢ A absolut konvergiert und damit nach Theorem 1.0.3 eine meromorphe
Funktion o : C — P! definiert. Man zeigt auerdem p(z + ) = p(z) und auch ihre Ableitung '(2) =
Y oaen ﬁ erfilllt p'(z + A) = ¢'(z). Beide Funktionen sind also meromorphe Funktionen p, o' : X — C.
Genauer hat p(z) in P := 0 einen Pol 2. Ordnung, d.h. p € O2p(X) und ¢’ € O3p(X). Das Geschlecht von X
ist 1 (anschaulich klar mit der topologischen Charakterisierung von ¢g(X)). In Osp(X) sind folgende Funktionen
enthalten (in Klammern die Polordnung bei P):

1(0),9 (2),¢ (3),0° (4), 00" (5),0° (6), 9™ (6).
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Im Satz von Riemann-Roch gilt h!(nP) = 0 fiir n > 0, also

h°(6P) = 6,
d.h. es gibt eine C-Linearkombination zwischen den obigen Funktionen, also mit anderen Worten eine polynomia-
le Relation zwischen p und p'! Auf diese Weise wird der rein analytische Begriff einer kompakten Riemannschen
Fliche (in diesem Fall der elliptischen Kurve) mit einer algebraischen Gleichung in Verbindung gebracht.
1.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1.1.1. Konstruiere einen Homéomorphismus

p: P 52
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Kapitel 2

Grundbegriffe der Funktionentheorie

2.1 Holomorphe Funktionen

Definition 2.1.1. Eine Teilmenge X C C (oder allgemeiner ein topologischer Raum X) heifit wegzusam-
menhdngend, wenn es fir je zwei Punkte z,y € X einen stetigen Weg v : [0,1] — X gibt mit v(0) = =z,

(1) =y
Eine offene wegzusammenhéngende Teilmenge M C C heiflit Gebiet.

Notation 2.1.2. Falls nichts Gegenteiliges ausgesagt wird, sei im folgenden
UccC

stets offen und
GccC

ein Gebiet.

Wie in der reellen Analysis beweist man:

Lemma 2.1.3. Fir f,g € O(U) sind auch f + g, fg holomorph. Also bildet O(U) eine (kommutative) C-
Algebra. Auferdem ist f/g holomorph, falls g(z) # 0 fiir alle z € U ist.

Sei Y0 yau(z — z0)”, mit a, € C, zg € C. Wir nehmen an, dass ihr Konvergenzradius v > 0 ist (i.A.
0 <r <o0). Dann ist

f:U(20) = C, f(z) = Zal,(z —20)"

eine holomorphe Funktion mit f'(z) = a,v(z — z9)" 1.

v

Beispiel 2.1.4. Die Exponentialfunktion ist definiert durch die Reihe exp(z) = >, ;.
Aus der Grundvorlesung ist folgendes bekannt:

1. Diese Reihe konvergiert fiir alle z € C absolut. Sie definiert demnach eine holomorphe Funktion exp :
C—C.

2. exp: C — C* ist ein Gruppenhomomorphismus ist (insbes. exp(z + w) = exp(z) exp(w)).

3. Da jede komplexe Zahl als z = rexp(ip) mit 7 € RZ% und ¢ € [0,27] geschrieben werden kann, ist
exp : C — C* surjektiv.

4. Es gilt
kerexp = {z € C,exp(z) = 1} = 2miZ.

Die Inklusion D ist klar (i. W. aus der Definition von 7). Umgekehrt, fiir z = = + iy, 2,y € R und
1 = exp(z) = exp(x) exp(iy) folgt expax =1 also x = 0 und iy = 27wik mit k € Z.
—— ——

ER>0  |—|=1
5. Insgesamt erhalten wir einen (komplex differenzierbaren) Gruppenisomorphismus exp : C/2miZ =5 Cx.

Wir werden spéter eine allgemeinere Klasse von Funktionen einfiihren, die sog. meromorphen Funktionen.
Meromorphe Funktionen auf einem Gebiet bilden, im Gegensatz zu holomorphen Funktionen, einen Korper.

Eine weitere wichtige Charakterisierung holomorpher Funktionen beruht auf Kurvenintegralen. Diese sind
auch fiir Anwendungen der Funktionentheorie in (reeller) Analysis von Bedeutung.

13
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Definition 2.1.5. Eine stiickweise C'-Kurve ist eine stetige Abbildung v : [0,1] — C so dass es eine Untertei-
lung 0 =tg < t; < --- <t, =1 gibt, so dass V|p, ¢, ] C' (d.h. stetig differenzierbar) ist.
Fiir eine stiickweise C1-Kurve v : [0,1] — U und eine stetige Funktion f : U — C definiere

/ USLEDY /t G (.

Theorem 2.1.6. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) f ist holomorph

(i1) fir jedes abgeschlossene Dreieck A C U gilt:

f(z)dz=0.
OA

Die Implikation (i)=-(ii) heifit auch Lemma von Goursat, die Umkehrung ist der Satz von Morera.
Zur Vorbereitung des Beweises von (i)=-(ii) benotigen wir einige Tatsachen iiber das Kurvenintegral.

Definition 2.1.7. Fiir zwei Wege 1,72 : [0, 1] — U mit 1 (1) = 12(0) ist ihre Komposition von Wegen definiert
durch

ey o<i<d
(7172)(75) - { (2t _ 1) % <t< 1.
Das Inverse von 7 ist

(D) =71 = 1).

_ Wir werden spiter (Ubungsaufgabe 2.7.8) die sog. Fundamentalgruppe 7 (U) einfiihren, die aus gewissen
Aquivalenzklassen (sog. Homotopieklassen) von geschlossenen Wegen besteht, so dass obige Operationen gerade
die Gruppenoperationen werden. Zunéchst handelt es sich nur um eine Notation.

LJﬂ@M:—Af@M,

[ sae= [ s [ e

Y2

Beobachtung 2.1.8.

Fiir spitere Zwecke notieren wir die Abschéitzung

Lf(z)dz

wobei I(7) = fol |7/ (t)|dt die Linge von 7 ist.

<I(v) nax, Lf(v(D)],

Wie in der reellen Analysis definieren wir:

Definition 2.1.9. Sei f : U — C stetig. Eine holomorphe Funktion F': U — C heifit Stammfunktion von f,
wenn

F=f
gilt.
Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung leiten wir nun folgendes ab:

Lemma 2.1.10. Falls (mit obiger Notation) F eine Stammfunktion von f ist und v ein Weg in U (stiickweise
Ct) ist, so gilt

/ﬂ@M=FWOD—H%m)

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass v C* ist. Wegen @ = F'(~(t)y'(t) gilt

[ 1= [ s = [ Fowno= [ Gwena=row) - Foo)
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Lemma 2.1.11. Si G C C konvez, f : G — C stetig. Es gelte fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G:
Jon f(2)dz = 0. Dann hat f eine Stammfunktion.

Beweis. Fir a,b € G sei v : [0,1] = G der Weg ~v,4(t) = (1 —t)a + tb. (Er liegt nach Voraussetzung in G.)
Fixiere a € G und schreibe v, := 7, ,. Setze

Fe) = [ £
¥z
Fiir 29, z € G liegt das Dreieck A mit den Ecken a, zg, z ganz in G, also gilt

fodc+ [ rQdc— | FQdc = /Mf(C)dC=O,

V2o Yzg,2
also .
R - FGo = [ g@ic= [F50 a6 -
also
F(z) = F(z) /f 1 —t)zo + t2))dt =% /fzodt f(z0),
zZ— 2o
wobei die Konvergenz aus der Stetigkeit von f folgt. Also ist F'(z0) = f(z0). O

Lemma von Goursat (Theorem 2.1.6(i) = (ii)). Zerlege A hierzu in 4 kleinere Dreiecke Al, ... A}:

Es gilt also [, f(z)dz = S, faN z)dz. Sei Ay dasjenige der 4 Dreiecke, so dass | [, f(2)dz| maximal

ist, dann folgt | fa af(2)dz| < 4| [, f(2)dz|. Wir iterieren dieses Argument und erhalten Dreiecke - C
A, C A1 CLomit | [y, f(2)dz] < 4”| faAn f(2)dz|. Da die A,, kompakt sind, gibt es ein zp € A so dass
N, An ={20}

Da f in zg komplex differenzierbar ist, gilt

f(2) = f(z0) + (2 = 20)(f'(20) + A(2)),

wobei A eine stetige Funktion ist mit A(zp) = 0. Die Funktion z — f(z0)+(z—20)f’(20) hat eine Stammfunktion,

z.B. 2 2f(20) + %f’(zo). Also folgt aus Lemma 2.1.10, dass

f(z0) + (2 — 20) f'(20)dz = 0.

0A,

/BAn f(z)dz

Es folgt insgesamt

/ (z — 20)A(2)dz

OA,

< UOD) max |(2 - 20)A(2)
<1(0A,)? max |A(z)]

Wegen 1(0A,) = 27"I(A) (I ist die Lange) folgt

f(z)dz

OA

< 1(OA)? max | ()]

Da A stetig ist, gibt es z, € A, mit max,ca, |A(2)| = |A(z,)|. Es gilt z,, — 2z fiir n — co. Wir erhalten also

lim max |A(2)| = lim |A(z,)| = |A(20)] =0,
n—oo

n—o0 z€A,

also [, f(z)dz = 0. O
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Unser néchstes Ziel ist der Cauchysche Integralsatz, welcher seinerseits fiir die Tatsache “f holomorph = f’
holomorph” (Theorem 1.0.3(i) = (ii)) gebraucht wird. Hierzu benutzen wir folgende Verschirfung des Lemmas
von Goursat.

Lemma 2.1.12. Sei zg € U, f : U — C stetig und f|[U\{z20} holomorph. Dann gilt fiir jedes abeschlossene
Dreieck A C U

f(z)dz = 0.
A

Bemerkung 2.1.13. Der Riemannsche Hebbarkeitssatz Theorem 2.5.3 besagt, dass f dann bereits auf U holo-
morph sein muss, sein Beweis beruht aber u.a. auf diesem Lemma.

Beweis. Falls zp € A ein Eckpunkt ist, zerlege A wie folgt:

Es gilt also

(z)dz = (z)dz + f(z)dz+ f(z)d=.
oA GV 9N, 0N

=0(Goursat) =0(Goursat)

Also folgt | [, f(2)dz| = ‘faAl f(z)dz‘ < 1(0A1)C mit C := max,ca |f(z)] < oo (da f stetig und A kompakt).
Wihle A; immer kleiner, daraus folgt die Behauptung in diesem Fall.

Falls zg auf einer Randstrecke oder im Innern von A liegt, wéhle eine Unterteilung von A so dass zp auf den
Eckpunkten der unterteilten Dreiecke liegt, dann folgt die Behauptung aus dem bereits bewiesenen Fall. O

Direkt aus Lemma 2.1.11 folgt:

Folgerung 2.1.14. Sei G konvex (und wie immer ein Gebiet), f : G — C stetig und bis auf einen Punkt
holomorph. Dann hat f eine Stammfunktion, insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen (stiickweise C') Weg ~

in G:
/ f(z)dz = 0.
~

Der folgende Satz ist fiir das weitere entscheidend, insbesondere zeigt er die iiberraschende Tatsache dass f
schon durch die Werte von f|gp bestimmt wird!

Theorem 2.1.15. (Cauchyscher Integralsatz) Sei D = U,.(2¢) C D C U C C (U wie immer offen), f : U — C
holomorph. Dann gilt fiir alle z € D
1 f(¢
16 =g [ L

27 op C—2

Hierbei ist mit faD die Integration gegen den Uhrzeigersinn, also lings des Weges [0,1] — C, t — zo+7 exp(2mit)
gemeint.

Beweis. Da D C U kompakt ist, hat es positiven Abstand zu C\U. Es gibt also € > 0, so dass G = U,;(z9) C U.
Fixiere z € D und definiere g : G — C durch

fO=F(2)
_ ) T = C#z

Dann ist g stetig (klar auf G\{z}, in z da f komplex differenzierbar ist) und auf G\{z} holomorph. Aus
Folgerung 2.1.14 folgt dann, da G konvex ist,

_ N GENE
o-/aDg@)dC—/aD o

z

16 [, [ ione

also
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Wir berechnen das Integral auf der linken Seite:
1 )
/8D Cdfz - 2771'/0 rexg(g):i)t(fizi)o — zdt
1
B 2m'/0 1 - == elxp(—27rit) dt
- 27m'/01 2 <Z_TZO)V exp(—2mivt)dt
Lo Z (Z ; =0 >

v

1
/ exp(—2mivt)dt

0

J 0o v#£0
11 v=0

= 2.

Die Vertauschung von Integration und Summation bei 1. ist gestattet, da die geometrische Reihe wegen | = exp(—27rit)| :I
|%| < 1 (wegen z € D) gleichméfig in ¢ konvergiert.

Um eine Aussage auch fiir die Ableitungen von f zu bekommen, verwenden wir den folgenden Satz. Sein
Beweis ist identisch zur analogen Aussage in der reellen Analysis (siehe etwa [FB06, §11.3]):

Satz 2.1.16. Seiy : [0,1] — C stiickweise Ct, U C C offen, g : ¥([0,1]) x U — C stetig. Fiir jedes ¢ € v([0,1])
sei die Funktion g(—, z) : U — C holomorph. Bezeichne g.((, z) ihre komplexze Ableitung. Wir nehmen an, dass
gz : ¥([0,1]) x U — C stetig ist. Dann ist die Funktion

F:U—C,F(z) ::/g((,z)d{

holomorph und es gilt F'(z) = fﬂ/ 9-(¢, 2)dC.

Folgerung 2.1.17. (dies war die Aussage von Theorem 1.0.3(i) = (ii)) Mit der Notation von Theorem 2.1.15
gilt: f ist beliebig oft komplex differenzierbar und fir z € D gilt

FO(z) = n!/a Ldg‘.

© 2mi Jop (= 2)"H
Auferdem gilt fiir jedes 0 < 6§ <r

rn!

max [f"(z)] < glcgﬁir\f@)l- (2.1.18)

|z—z0|<r—4¢ )
(n=1)
Beweis. Induktiv wenden wir Satz 2.1.16 mit ¢((, z) = f(cfl)(f) auf die Cauchy-Integralformel (Theorem 2.1.15)
an.
Die zweite Aussage folgt hieraus wegen [(0D) = 27 und ’W

< gorr (I6—2] > [C—20l—|2—20] > 8). O

Satz von Morera, Theorem 2.1.6(i1)=(i). Sei zg € U und € so gewiihlt, dass U.(z9) C U. Nach Lemma 2.1.11
hat f auf Uc(zg) eine holomorphe Stammfunktion F'; also ist f nach Folgerung 2.1.17 ebenfalls holomorph. [

Schoéne Anwend}}ngen der obigen Abschétzung sind der Satz von Liouville sowie auch der Fundamentalsatz
der Algebra, siehe Ubungsaufgabe 2.7.7.

Satz 2.1.19. (dies zeigt und erginzt die noch fehlende Implikation Theorem 1.0.3(i)=(iii)) Sei f : U — C
— [0 ;
holomorph, zo € U. Setze a,, := —=*. Dann gilt

f(z) = Z ay(z — z9)"

v=0

fiir alle z € Ur(zo), sofern Ur(zo) C U ist. Auflerdem gilt
1 f(Q)

a4, = — _JY) 4
27 Joug(z9) (€ — 20)" 1



18 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER FUNKTIONENTHEORIE

Beweis. Sei r < R. Dann ist

1 f(©)
f(z) 2mi OUR(20) ¢— ch
1 f(¢ 12 dC

2’/TZ OUR(20) C 20 1-—

¢—
_ 1 / ( )
211 OUR(20) ¢— 2

— lz==0l
= =22l <

< 1. Wir konnen also Summation und

Die Konvergenz ist gleichméBig in ¢ € 0Ug(zp), da |Z=20

r
C—Zo R

Integration vertauschen und erhalten

> (Z — Z())V / f(C) Folgerung 2.1.17 ]- )
_— 7(1 = —_ V — .
Z o OUR(20) (C _ Zo)u+1 C Z ! ZO Z ZO)

v=0

Theorem 1.0.3 und Theorem 2.1.6 sind jetzt also vollstéindig bewiesen.

2.2 Homotopieinvarianz von Wegintegralen holomorpher Funktio-
nen

Bemerkung 2.2.1. Unser bisheriges Wissen iiber holomorphe Funktionen, Existenz von Stammfunktionen und
das Verschwinden von Integralen ist wie folgt: fiir ein konvexes Gebiet G und f : G — C sind &dquivalent:

(i

) f ist holomorph

(ii) Es gibt eine (holomorphe) Stammfunktion F, d.h. F' = f.
(iii) Fiir jedes Dreieck A C G ist [, fdz = 0.

(iv) Fiir jeden geschlossenen Weg v (in G) gilt f fdz=0.

(i) = (iv) war Folgerung 2.1.14, (iv) = (iii) ist trivial, (iii) = (ii) war Lemma 2.1.11 und (ii) = (i) war

Theorem 1.0.3.
/ 2l =2mi#£0
|z|=1

An der Tatsache (Ubungsaufgabe 2.7.5)
sehen wir jedoch auch, dass ein Integral einer holomorphen Funktion iiber einen geschlossenen Weg nicht not-
wendig 0 sein muss.

Wir werden nun sehen, dass diese Tatsache daher riihrt, dass im Gebiet C* die Kurve exp(2mit) nicht
“zusammengezogen” werden kann. Um diese Idee zu formalisieren, fithren wir folgende Definitionen ein.

Definition 2.2.2. Sei X ein topologischer Raum (z.B. eine Teilmenge von C mit der induzierten Topologie)
und = € X ein Punkt. Zwei Wege 79,7 : [0,1] — X mit gleichen Anfangs- und Endpunkten (v4(0) = ~1(0),
Y0(1) = 71(1)) heiflen homotop, wenn es eine stetige Abbildung (eine sog. Homotopie)

H:[0,1] x[0,1] = X
gibt, so dass gilt:
1. H(s,t) =y (s) fiir alle s € [0,1] und t =0, t = 1 (d.h. H interpoliert stetig zwischen o und ~;)
2. H(0,t) =z, H(1,t) = y fiir alle ¢ (d.h. der Anfangs- und Endpunkt bleibt unter der Homotopie fest)

Ein wegzusammenhdngender Raum X heifit einfach zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene Weg v nullho-
motop ist, d.h. homotop zum konstanten Weg (¢t — ~(0)(= (1)) homotop ist.

Beispiel 2.2.3. Jedes konvexe Gebiet G C C ist einfach zusammenhéngend. C\{z € R,z < 0} ist ebenfalls
einfach zusammenhéngend.
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Wie sehr ein topologischer Raum ggf. nicht einfach zusammenhéingend ist, wird durch die Fundamentalgruppe
gemessen, siche Ubungsaufgabe 2.7.8

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist folgendes Theorem, welches die unnatiirliche Einschrinkung auf konvexe
Gebiete in Bemerkung 2.2.1 aufhebt. Man kann zeigen (sieche [Rud87, Theorem 13.11]), dass die Bedindung an
G nicht abgeschwicht werden kann: ein Gebiet G C C so dass fiir alle holomorphen Funktionen f : G — C und
alle geschlossenen Wege v C G gilt f7 fdz = 0 muss einfach zusammenhéngend sein.

Theorem 2.2.4. (Cauchyscher Integralsatz) Sei f : G — C eine Funktion und G einfach zusammenhingend.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph.
(ii) f hat eine (holomorphe) Stammfunktion F, d.h. F' = f.
(iti) Fiir jeden geschlossenen Weg v in G gilt fv fdz=0.
Satz 2.2.5. (Cauchyscher Integralsatz) Sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph und v9 ~ 1 zwei homotope,
stiickweise Ot Wege in G (deren Anfangs- bzw. Endpunkt iibereinstimmen). Dann gilt
(z2)dz= | f(2)d=.
Yo 1

Falls G einfach zusammenhingend ist, gilt also fiir jeden geschlossenen stiickweise C'-Weg:

L F(2)dz = 0.

Beweis. Sei H : [0,1] x [0,1] — G eine Homotopie zwischen 7o und 1, d.-h. H(s,t) = y(s) fir t = 0,1 und
H(0,t) =, H(1,t) = y. Da [0,1] x [0, 1] kompakt ist gibt es € > 0 so dass der Abstand von imH und C\G > ¢
ist, d.h.

|H(87t) - y| 2> € V(Svt) € [07 1] x [Oa 1]7?] € C\U

Nochmals wegen der Kompaktheit ist H gleichméfig stetig, d.h. es gibt d > 0 mit
[t —t|<6,|s—58|<d=|H(s,t)— H(s' t')] < ¢/2.

Wihle 0 =t) <t; < -+ <tp =1,0=s5) < s <--- <s =1s0,dass [t —tr_1]| <0, |s; — sj_1] < J. Setze
uj k= H(s;,t;). Nach Definition hélt die Homotopie Anfangs- und Endpunkte fest, d.h. ug ; = 5. Sei py der
stiickweise lineare Weg, der ug , w1k, - .., U verbindet.

Sei ferner o der stiickweise lineare Weg, der w;_1 x—1, j—1k, Ujk, Ujk—1 und u;_q x—1 miteinander
verbindet. Nach Konstruktion ist imoj, C Be(uj_1,5-1), welche konvexe und offene und nach Konstruktion
eine Teilmenge von U ist. Es gilt also (Folgerung 2.1.14) faj,k f(2)dz = 0. Hieraus folgt mit den Rechenregeln
aus Beobachtung 2.1.8 induktiv fpk_ fdz = fpkil fdz.

Es bleibt zu zeigen, dass f% fdz = fpo fdz (und analog fiir 71 vs. py,). Hierzu verfahrt man analog zum
obigen Beweis: es gibt € > 0 und 6 > 0, so dass fiir alle |s — 5’| < ¢ gilt y([s,s]) € Be(y(s)). Falls die s; wie
eben gewahlt sind, ist der Weg 7;, der durch Komposition von ’yg|[5jflsj] und dem (stiickweise linearen) Weg
p0|[;:7175j] entsteht, in einem konvexen Gebiet und daher gilt ij f(z)dz =0. O
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Bemerkung 2.2.6. Ein “High-End-Beweis” dieser Tatsache, geht wie folgt: eine holomorphe Funktion f definiert
eine 1-Form f(z)dz, die geschlossen ist, denn

d(f(z)dz) = 0f /0zdz Ndz + Of ]0zdz A dz = 0.

D.h. f(z)dz definiert ein Element in der 1. de Rham-Kohomologie Hy(G). Es folgt aus dem Satz von Stokes,
dass die Paarung

Hi(G) x Hig(G) — C, (s,w) /w
wohldefiniert ist. Die obige Paarung (v, f) — fv f(2)dz entsteht aus der Kombination der Hurewicz-Abbildung
m(G) = H1(G) = m(G) /|71 (G), 71(G)] und dieser Paarung.

Folgerung 2.2.7. Sei G einfach zusammenhdngend, f : G — C holomorph. Sei zg € G fiziert. Wihle fiir jedes
z € G einen Weg v, von zg nach z. Dann hdngt

F() = / F(O)de

nicht von der Wahl von vy, ab und definiert eine Stammfunktion von f (d.h. F' = f in G).
Beweis. Sei 7. ein weiterer solcher Weg. Dann ist 7,(7.) ™! ein geschlossener Weg, nach Satz 2.2.5 gilt also
o= [ sdc= [ sdc- [ s
Y= (vi) ! ¥z (vt

Man zeigt F’ = f wie im Beweis von Lemma 2.1.11. O

Definition 2.2.8. Sei f : G — C* holomorph (d.h. f : G — C holomorph und f(z) # 0 fiir alle z € G). Ein
Zweig des Logarithmus von f ist eine holomorphe Funktion Ly : G — C, so dass exp(Ls(z)) = z fir alle z € G
gilt.

Bemerkung 2.2.9. Fiir jeden Zweig Ly des Logarithmus gilt:

f'(z)

f(2)

(Man nennt die rechte Seite auch die logarithmische Ableitung von f.) In der Tat, aus der Kettenregel folgt:
f'(z) = exp'(Ly(2)) L (2) = exp(Ly(2)) L (2) = f(2)L(2).

In Ubungsaufgabe 2.7.10 berechnen wir eine Reihendarstellung von L, auf dem Gebiet [z — 1] < 1.

(L) (2) = (2.2.10)

Lemma 2.2.11. Sei f : G — C* holomorph und G einfach zusammenhingend (dies schliefit nach Definition
ein, dass G wegzusammenhdingend ist).

1. Es gibt einen Zweig des Logarithmus Ly.

2. Fir einen beliebigen anderen Zweig if des Logarithmus gibt es ein eindeutiges k € Z so dass fir alle
zeG: .
Ly(z) = L¢(2) + 2mik.

Bemerkung 2.2.12. Man kann Lemma 2.2.11 zusammenfassen, indem man sagt, dass es eine Bijektion

OImiZ — {Zweige des Logarithmus von f}

gibt. Genauer definiert jeder fixierte Logarithmus L eine solche Bijektion. Insbesondere (dies ist wichtig) gibt
es keine ausgezeichnete solche Bijektion, d.h. die Menge der Zweige des Logarithmus verhélt sich wie die Gruppe
2miZ, nur dass das neutrale Element “vergessen” wurde. Eine solche Struktur heifit auch Torsor.

Beweis. Da g := f'/f auf G holomorph ist, hat g nach Theorem 2.2.4 auf dem einfach zusammenhéngenden G
eine Stammfunktion, die wir mit Ly bezeichnen. Es gilt

( f )' _ JTexp(Ly) — fLy exp(Ly)
exp(Ly)

also gibt es a € C*, so dass exp(Ly) = af (Ubungsaufgabe 2.7.2). Wihlen wir 3 € C mit exp 8 = « so gilt
exp(Ly — ) = f, wir erhalten also einen Zweig des Logarithmus.

Fiir einen anderen Zweig L gilt exp(Ls — Ly) = f/f = 1, d.h. nach Beispiel 2.1.4ist h:= L — Ly : G — C
eine holomorphe und insbesondere stetige Funktion, die ihre Werte in 27¢Z annimmt. Diese Menge ist diskret
und G ist wegzusammenhingend und daher nach Ubungsaufgabe 2.7.9 auch zusammenhaengend. Die Urbilder
h=1(2mik), k € Z sind offen und abgeschlossen, d.h. es gibt k mit G = h=!(27ik), d.h. h(G) = 2mik. O

exp(Ly)? ’
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Beispiel 2.2.13. (Komplexer Logarithmus) Da G = C\[—o0, 0] einfach zusammenhéngend ist, hat die holo-
morphe Funktion f(z) = 1/z eine Stammfunktion

d
Log(s) = [ .
’YZ

wobei 7y, ein beliebiger Weg von 1 nach z ist, z.B. der folgende

<

Es gilt also

d d 1zl ¢ arg(z)
Logz:/—c—i—/—C:/ ——i—i/ dt = log|z| + iarg(z).
a € FS 1t 0

Man bezeichnet diese Funktion als Hauptzweig des Logarithmus. Hierbei verwenden wir die (vollkommen willkiirliche )]

Konvention —7 < arg(z) < 7. (Fiir ¢ = rexp(it) gilt d(/¢ = % = it.) Aus Lemma 2.2.11 und seinem

Beweis wissen wir, dass exp Logz = az mit a € C*; fiir z = 1 erhalten wir exp Logl = exp0 =1 = «, d.h.
expLogz =z z € C\[—00,0].

Beispiel 2.2.14. (Komplexe Wurzel) Sei G wieder einfach zusammenhéngend und f : G — C* eine holomorphe
Funktion und n € Z. Eine n-te Wurzel /f ist eine holomorphe Funktion der Form

(V/F)(2) = exp(Ly(2)/n) : G —= C¥,

wobei Ly ein Zweig des Logarithmus von f ist. Nach Lemma 2.2.11 existieren solche n-ten Wurzeln, sie erfiillen
(/)" = f und fiir zwei n-te Wurzeln gilt

T = exp(2nik/n) /T, ke

2.3 Grundlegende Eigenschaften holomorpher Funktionen

Der niichste Satz ist ein weiterer gravierender Unterschied zwischen reeller und komplexer Analysis. Wir wissen
bereits aus dem Cauchyschen Integralsatz (Theorem 2.1.15), dass f : U,yc(z0) — C (holomorph) im Gebiet
U, (20) bereits durch die Werte auf |z—zg| = r festgelegt wird. Die folgende Aussage ist eine massive Verschirfung
dieser Tatsache.

Theorem 2.3.1. (Identitétssatz) Sei G ein Gebiet (also offen und wegzusammenhingend) und f,g: G — C
holomorph. Dann sind dquivalent:

(i) f=g9

(i1) Es gibt eine Folge paarweise verschiedener Punkte z, € G, so dass zp := lim, o 2, existiert und in G
liegt, und dass f(z,) = g(z,).

Bemerkung 2.3.2. Ohne die Bedingung zy € G ist die Aussage falsch, wie man an f = 0 und g = sin(1/z),
2, = (2miv)~! sieht.

Beweis. Sei 0.E. g = 0. Setze M = {z € G, f"(z) = 0 fiir alle n > 0}. Wir zeigen drei Behauptungen, aus
diesen und Ubungsaufgabe 2.7.9 folgt dann das Theorem.

1. M ist abgeschlossen: f, und mit ihr auch f(") ist holomorph, insbesondere stetig.

2. 20 € M: sei z, eine Folge wie in (ii), zop = limz,. 0.E. sei zg # 2z, fiir alle v > 1 (lasse sonst ein z,
weg). Nach Voraussetzung ist f(z,) = 0 und demnach auch f(zp) = 0. In der Taylorreihe (lokal um z)

(n)
f(z) = Y0 gan(z — 20)", an = fni('m) ist also ap = 0. Wir zeigen nun induktiv a, = 0 fiir alle n.
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Angenommen, wir wissen a9 = -+ = ay—1 = 0. Aus 0 = f(z,) = (2, — 20)V 2,5y @n(20 — 20)" Y folgt
mittels z, # zp:

0=ayn + (2 — 20)9(2v),
wobei g(2) 1= >, sy an(2—20 eine in zg stetige Funktion ist. (Die Stetigkeit gilt da die Potenzreihe
fiir f den gleichen Konvergenzradius wie die fiir g hat.) Fiir v — oo ergibt sich ay = 0.

)anfl

3. M ist offen: fiir z € M verschwindet die Taylorreihe von f (lokal um z), also ist f = 0 in einer Umgebung
U3z alsoU C M.

O

Eine wichtige Anwendung des Identititssatzes ist das Prinzip der analytischen Fortsetzung, siche Ubungsaufgabe 2.7.12.J}

Definition 2.3.3. Eine holomorphe Abbildung f : U — U’ (U’ C C offen) heifit biholomorph, wenn es eine
holomorphe Abbildung g : U’ — U gibt, so dass fog = idy und g o f = idy.. Falls es eine biholomorphe
Abbildung gibt, sagt man auch kurz, dass U zu U’ biholomorph ist.

Beispiel 2.3.4. e Nach Ubungsaufgabe 2.7.6 ist H = {z € C,3(z) > 0} zu D := {z € C,|z| < 1}
biholomorph.

e Der Riemannsche Abbildungssatz (Theorem 2.6.1) besagt, dass jedes einfach zusammenhdingende Gebiet
G € C zu H (oder D) biholomorph ist.

e Nach dem Satz von Liouville (Ubungsaufgabe 2.7.7) ist jede holomorphe Funktion f : C — U;(0) konstant,
also ist C nicht biholomorph zu Uy (0).

Wir hatten als eines der ersten Beispiele die holomorphen Funktionen z — 2™ kennen gelernt. Unser néchstes
Ziel ist zu sehen, dass im Wesentlichen, d.h. bis auf eine biholomorphe Abbildung, jede holomorphe Abbildung
lokal von dieser Form ist. Fiir den Beweis dieses Satzes benttigen wir den Satz iiber Umkehrfunktionen in der
folgenden Form:

Satz 2.3.5. (Umkehrsatz) Sei f : U — C holomorph und zg € U derart, dass f'(z) # 0. Dann gibt es offene
Umgebungen 2o € V. C U und f(z9) € W C C so dass f|ly : V. — W bijektiv ist und g == (flv) L : W =V
ebenfalls holomorph ist.

Beweis. Wir verwenden im Beweis folgende Aquivalenz (Ubungsaufgabe 2.7.1):

1. f ist holomorph

2. f ist, aufgefasst als Abbildung U — R?2, reell total differenzierbar und f’(z) : R? — R? ist C-linear fiir
alle z € U.

Aus dem Umkehrsatz iiber reelle Funktion erhalten wir V', W und die reell total differenzierbare Abbildung
g = f1. BEsgilt also fiir alle w € W: ¢/(w) = (f'(g(w))~! (Inverses einer reellen 2 x 2-Matrix), diese ist wieder
C-linear, damit ist g holomorph. O

Satz 2.3.6. (Lokale Gestalt holomorpher Funktionen) Sei f : U — C holomorph. Der Einfachheit der Notation
halber nehmen wir an, dass 0 € U und f(0) = 0 gilt. Sei m > 0 die eindeutig bestimmte Zahl so dass lokal um
z=0:

flz)= Z an2"

mit ay, # 0. Dann gibt es offene Umgebungen 0 € W und 0 € W’ und eine biholomorphe Abbildung ¢ : W — W'
so, dass
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Beweis. Sei € > 0 so gewahlt, dass B.(0) C U und so dass € <

> anz™). Der Konvergenzradius der Reihe g(z) := % ist gleich dem von > a,2", d.h. g ist lokal um 0
wohldefiniert und holomorph. Aulerdem gilt g(0) = 1. Es gibt also € > 0 so dass g(z) # 0 fiir alle z € U.(0). Da
der Ball insbesondere einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine holomorphe Funktion h auf U.(0) mit A™ = ¢

(Beispiel 2.2.14). Wihle auerdem a € C* mit ™ = a,, und setze

p(2) := azh(z).

(z € U(0)). Es gilt ¢'(0) = ah(0) # 0, nach dem Umkehrsatz (Satz 2.3.5) gibt es also eine offene Umgebungen
0eW C U.(0) sowie 0 = f(0) € W' C C, so dass ¢|w : W — W’ biholomorph ist. O

m (der Konvergenzradius der Reihe
W lan

Folgerung 2.3.7. Eine holomorphe Funktion f : G — C auf einem Gebiet G ist entweder konstant oder offen,
d.h. f(U) ist offen fiir alle offenen Teilmengen U C G.

Beweis. Sei U offen, ohne Einschrinkung ist U # ), wir wiihlen z € U. Nach dem Identitéitssatz (Theorem 2.3.1)
ist f genau dann nicht konstant, wenn f auf einer kleinen Umgebung von z nicht konstant ist. Da biholomorphe
Abbildungen offen sind, kénnen wir nach Satz 2.3.6 annehmen, dass f(z) = 2™ ist.

Fiir m = 0 ist die Abbildung konstant. Um zu sehen, dass diese Abbildung fiir m # 0 offen ist, betrachten
wir die Umgebungsbasis B.(0) und S(¢,€,71,72) := {2z € C, |larg(z) — | < €,r1 < |z] < ra2}, wobei ¢ € [—m, 7],
€ > 0und 0 < r; < ry beliebig sind. Die Bilder dieser offenen Mengen sind Bew(0) und (fiir € < 27/m)
S(mp, me, mry, mrq), welche wieder offen sind. O

Folgerung 2.3.8. (Maximumsprinzip) Sei f : G — C holomorph. Wenn es zg € G gibt, so dass |f(2)| in zo
ein lokales Mazimum hat (d.h. es gibt zo € U C G, U offen) und |f(2)| < |f(z0)| fiir alle z € W), dann ist f
konstant.

Beweis. Angenommen f ist nicht konstant, also offen (Folgerung 2.3.7). Aulerdem ist | —| : C — RZY ebenfalls
offen: um dies zu sehen, reicht es, dass |B.(z)| offen ist. Demnach ist |f(U)| € RZ% (U wie in der Definition
des lokalen Maximums) offen. Andererseits ist |f(zp)| kein innerer Punkt nach Voraussetzung, dies ist ein
Widerspruch zur Annahme. O

2.4 Folgen holomorpher Funktionen

Der folgende Satz ist ein weiterer Kontrast zur reellen Analysis: dort besagt der Weierstrafische Approxima-
tionssatz, dass jede stetige (also weitaus mehr als nur differenzierbare oder gar unendlich oft differenzierbare)
Funktion f :[0,1] — R als gleichméfliger Grenzwert einer Folge von Polynomen geschrieben werden kann.

Folgerung 2.4.1. (Satz von Weierstra3) Seien f, : U — C holomorphe Funktionen, die lokal gleichmdfig

gegen eine Funktion f konvergieren. Dann ist f ebenfalls holomorph. Ferner konvergiert f,En) lokal gleichmdfig
gegen f) fiirn > 1.

Beweis. Aus der reellen Analysis wissen wir, dass f stetig ist. Sei A C U ein abgeschlossenes Dreieck. Wegen
der Kompaktheit von 9A konvergiert die Folge (f,,) bereits gleichméBig. Daraus und dem Lemma von Goursat
folgt
(2)dz = lim fv(2)dz =0,
oA =20 Joa
d.h. nach dem Satz von Morera ist f holomorph auf U. Die Konvergenzaussage fiir flsn) folgt aus der Abschétzung
(2.1.18), angewandt auf f — f, und § = r/2. (In Worten impliziert diese Abschiitzung: die gleichméfige Kon-

vergenz von f, auf U, (20) impliziert auch die gleichméfige Konvergenz von fy(n)) O

Der folgende Satz von Montel wird an zwei entscheidenden Stellen benutzt: fiir den Riemannschen Ab-
bildungssatz (Theorem 2.6.1) und auch fiir die spéter bewiesene Tatsache, dass die Kohomologien kompakter
Riemannscher Flichen endlich-dimensional sind. Man vergleiche den Satz mit folgenden Tatsachen:

e Der Satz von Heine-Borel besagt: eine Teilmenge A C C™ ist relativ kompakt (d.h. der Abschluss A ¢ C"
ist kompakt) genau dann, wenn A beschrinkt ist.

Jede Folge (z,) C A hat dann eine konvergente Teilfolge (ihr Limes muss allerdings nicht in A liegen).

e Der Satz von Arzela-Ascoli (siehe etwa [Rud87, Theorem 11.28]) besagt, dass eine Teilmenge A C C(C™)
(stetige Funktionen auf C™) relativ kompakt ist genau dann, wenn A punktweise beschriinkt und gleich-
gradig stetig ist (d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es § > 0 so dass fiir alle 27,20 € C™ mit |21 — 23] < § gilt

|f(21) = f(22)| <e).
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Definition 2.4.2. Eine Menge A von Funktionen X — C heifit gleichmdjfig beschrinkt, wenn die Menge
{f(z), f € A,x € X} C C beschriinkt ist.

Satz 2.4.3. (Satz von Montel) Sei (f,,) C O(U) eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten
Teilmenge K C U gleichmdf$ig beschrinkt sind.
Dann enthdlt (f,) eine Teilfolge (fn,), die lokal gleichmdfig gegen eine Funktion f konvergiert.

Bemerkung 2.4.4. Man kann den Vektorraum O(U) mit einer Familie von Normen ausstatten, ndmlich |f|x =
{sup|f(z)|,z € K}, wobei K C U die Kompakta durchliuft. Diese Familie von Normen definiert eine Topologie
(némlich f, — f genau dann, wenn |f — f,|x — 0 fir alle K). Mit dieser Topologie lisst sich der Satz von
Montel auch so formulieren: eine Familie A C O(U) ist relativ kompakt wenn (und nur wenn) A beziiglich der
Familie der Normen | — | beschrénkt ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass U = B(0) und dass sup,cy |fn(2)] < C < oo fiir alle n € N. Sei
fn(z) = ZEOZO ap, 2" die Taylorreihe von f in U. Dann gilt |an | < |, an| =lim,q [f(2)] < C.

Nach dem Diagonalverfahren gibt es eine Teilfolge f,, , so dass fiir alle v die ay,, , fiir n — 0o gegen ein
¢, € C konvergieren. Dies geht wie folgt:

e Es gibt wegen der Beschriinktheit eine Teilfolge ayn, o die fiir & — oo gegen ein ¢y € C konvergiert.
e Anschlielend wihlen wir eine Teilfolge dieser Folge, an, 1 die fiir K — oo gegen ¢; konvergiert.
e Induktiv erhalten fiir jedes v > 0 eine Teilfolge a,, ., die fiir K — oo gegen ¢, konvergieren.

e Setze ny := ny, (dies ist unabhéngig von v!). Dann ist (fiir jedes v) as, ,, eine Teilfolge der oben konstru-
ierten Folge ap, . und konvergiert damit fiir K — oo ebenfalls gegen ¢, .

e Die a;, ., ist die gesuchte Teilfolge.

Wir setzen f(z) := ), c,2”. Wir wollen zeigen, dass f,, fiir fixiertes » < 1 auf U,(0) gleichméaflig gegen f
konvergiert. Fiir |z| < r gilt:

N

< Z (cy = any )| +2C Z .

v=0 v>N

‘f(z) - f’ﬂk(Z) = Z(CV - a’nk,l/)zy

v

Hierbei ist N zunéchst beliebig. Fiir € > 0 konnen wir N so wéhlen, dass der zweite Summand < €/2 ist. Wiahle
dann kg so, dass der erste Summand ebenfalls < €/2 fiir alle k > kg ist.

Wir zeigen die Behauptung nun im allgemeinen Fall. Sei hierzu K C U kompakt. Dann wird K durch endlich
viele offene Einheitsbiille B;, deren Abschluss in U kompakt ist, iiberdeckt. Aus dem obigen Fall gibt es eine
Teilfolge von (f,), die auf diesen endlich vielen B; und damit auch auf K gleichmifig konvergiert. Wéhle nun
eine Ausschopfung U = Ky C K; C ... durch Kompakta. Mittels einer Diagonalfolge (Details analog zu oben)
erhilt man eine Teilfolge von (f,), die auf jedem K; gleichméBig konvergiert. Da jede kompakte Menge K C U
in einem K enthalten ist, konvergiert diese Teilfolge auch auf K gleichméBig. O

2.5 Meromorphe Funktionen

Eingangs wurde bereits erwihnt, dass Funktionen wie f(z) = 1/z lediglich auf C* = C\{0} holomorph sind.
Auflerdem hatten wir in Satz 1.0.12 schon angedeutet dass auf kompakten Riemannschen Flichen (z.B. P!)
lediglich konstante holomorphe Funktionen gibt. Meromorphe Funktionen, die wir nun einfithren werden, sind
flexibel genug, um wesentliche Aspekte der Geometrie Riemannscher Fldchen zu beschreiben.

Um zu beschreiben, wie und ob sich holomorphe Funktionen auf U\{zp} zu Funktionen auf U fortsetzen
lassen, fithren wir folgende Sprechweise ein:

Definition 2.5.1. Sei zo € U C C, f: U\{20} — C holomorph. Man nennt zy dann eine isolierte Singularitit
von f. Wir unterscheiden folgende drei Typen:

1. 2o heiit hebbare Singularitit, wenn es eine holomorphe Funktion f gibt so dass f ltn\{z01 = [

2. zo heifit Pol von f, wenn zo nicht hebbar ist, es jedoch m > 1 gibt, so dass (z — z9)™f eine hebbare
Singularitét bei zg hat. Die kleinste solche Zahl m heifit Polordnung von f bei z. (Hierzu offenbar dquivalent:
f(z) =(z—20)"™h(2) mit h : U\{zp} — C holomorph und h(zg) # 0. Dies bestimmt m eindeutig; m ist die
Polordnung.)

3. Andernfalls heifit zy wesentliche Singularitdt.
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Beispiel 2.5.2. Die Funktionen Si%, EPZ "exp(1/z) haben eine hebbare Singularitit, einen Pol 1. Ordnung,

bzw. eine wesentliche Singularitit in z = 0 (Ubungsaufgabe 2.7.11).

Der folgende Satz liefert uns ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine Singularitét
hebbar ist.

Theorem 2.5.3. (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Sei zg € U, f : U\{z0} — C holomorph. Dann sind
dquivalent:

(i) es gibt eine eindeutige holomorphe Funktion f :U = C mit f\U\{ZO} = f, d.h. f hat eine hebbare
Singularitdt.

(i1) f ist in einer Umgebung von zo beschrdinkt.

Beweis. (i) = (ii) ist klar wegen der Stetigkeit von f. Fiir die Umkehrung setze

F(2) = { (z—20)f(2) 2# 20

0 Z =2z

Nach Voraussetzung ist F' : U — C stetig und in U\{zo} holomorph. Nach Lemma 2.1.12 und Lemma 2.1.11
hat F auf Uc(zp) eine (holomorphe) Stammfunktion und ist demnach (Theorem 1.0.3) dort selbst holomorph.
Ebenfalls nach Theorem 1.0.3 gilt in einer Umgebung von zy

F(z) =) a,(z—2)",

wobei a, = % (Beachte hierbei F(zp) = 0.) Die Reihe f(z) = Y.0° a,(z — 20)”~" definiert in einer
Umgebung von z( eine holomorphe Funktion (beachte hierzu dass der Konvergenzradius der Reihe von f gleich
dem der Reihe von F ist). Fiir z # 2o gilt ferner f(z) = f(z). Die Eindeutigkeit von f ist klar. O

Definition 2.5.4. Eine meromorphe Funktion “f auf U” ist eine holomorphe Funktion f :U\S — C, wobei S
eine Menge von isolierten Punkten ist (d.h. fir alle s € S gibt es € > 0 so dass Uc(s) NS = {s}), so dass f in
den Punkten von S keine wesentlichen Singularitdten hat. Die Menge der meromorphen Funktionen wird mit
M(U) bezeichnet.

Lemma 2.5.5. Fiir f,g € M(U) definieren wir f + g, fg auf U\{Pole von f oder g} wie gewohnt und setzen
sie (in den hebbaren Singularititen) holomorph fort. Auf diese Weise wird M(U) zu einem kommutativen Ring
(mit O(U) als Unterring) und, falls G ein Gebiet ist, ist M(G) ein Kérper.

Beweis. Die Uberpriifung der Ringaxiome ist formal. Der Identitiitssatz impliziert dass M(G) ein Korper ist:
fir g € M(G),g # 0 ist die Menge der Nullstellen von g isoliert, d.h. fiir jede Nullstelle zg von g gibt es eine
Umgebung U,.(zp) in der aufler zy keine weitere Nullstelle von g liegt. O

Definition 2.5.6. Eine holomorphe Funktion f € O(U)\{0} hat in 29 € U eine Nullstelle der Ordnung n wenn
f(z) = (2 — 20)"g(%) mit g holomorph und g(zp) # 0. (Aquivalent hierzu: 1/f hat Polstelle n-ter Ordnung.)
Die Ordnung einer meromorphen Funktion f € M(U)\{0} in zy € U ist definiert als

m  falls f in 2y Nullstelle m-ter Ordnung hat,
ord,, f := 0 falls f in zg holomorph ist und f(zg) # 0,
—m falls f in zg Polstelle m-ter Ordnung hat.

Bemerkung 2.5.7. Offenbar ist ord,, : M(U)\{0} — Z ein Gruppenhomomorphismus, d.h. ord(fg~!) =
ordf — ordg. Wenn man holo- (bzw. meromorphe) Funktionen in beliebig kleinen Umgebungen betrachtet,
charakterisiert die Ordnung einer Funktion diese bereits in hohem Mafle, wie in Ubungsaufgabe 2.7.14 erklirt
wird.

Definition 2.5.8. Ist f € M(U)\{0}, zo € U, so ist (z —z9)™ f(z) fiir geeignetes m > 0 holomorph fortsetzbar,
also in einer Umgebung zg € U’ C U durch eine Potenzreihe gegeben, d.h. in U’ gilt
= Y ),

z—2)

v=—m
wobei h holomorph in U’ ist. Das Residuum von f ist definiert als

res,, f:=a_1.
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Bemerkung 2.5.9. Fiir geniigend kleine € > 0 gilt

),
— f(z)dz.
27TZ aUg(zo) ( )

In der Tat: aus dem Cauchyschen Integralsatz (Satz 2.2.5) folgt [, (20) h(z)dz = 0 wenn h auf Uc(zp) holomorph

res,, f =

ist. AuBerdem geben die Beitriige fiir v # —1 keinen Beitrag nach Ubungsaufgabe 2.7.5. Alternativ kann man
die Formel auch aus Satz 2.1.19 (angewandt auf f(z)(z — z9)™) ablesen.

Wir mo6chten nun den Residuensatz formulieren, der eine Aussage iiber Residuen im Inneren eines Weges
macht. Hierfiir ben6tigen wir folgenden Aussage, die wir nicht beweisen werden. Fiir die Wege ~, die wir antreffen
wird stets klar sein, was das Innere ist. Siehe z.B. [Why64] fiir einen Beweis.

Definition und Lemma 2.5.10. (Jordanscher Kurvensatz) Sei v : [0,1] — C ein geschlossener stiickweise
C'-Weg ohne Selbstiiberschneidungen, d.h. « ist auf [0, 1) injektiv. Dann gilt

C\im(y) =1TUA,
wobei I und A offene Teilmengen sind und I beschrankt und A unbeschriankt ist. Man nennt I das Innere von
.

Theorem 2.5.11. (Residuensatz) Sei G einfach zusammenhingedes Gebiet, v geschlossener stiickweise C*-
Weg ohne Selbstiiberschneidungen (d.h. ~y ist injektiv auf [0,1)). Sei f meromorphe Funktion auf G ohne Pol-
stellen auf ~y. Seien z1,...,z, die Polstellen von f “im Inneren” von . (Es sind notwendigerweise nur endlich
viele, da die Polstellenmenge von f nach Definition diskret und das Innere von v beschrinkt ist.) Dann gilt

1 n
I [y f(z)dz = Zreszif.

i=1

Beweis. Wir betrachten die folgenden Wege (am Beispiel von n = 2):

r

mswag WL

Im Innern der Wege 71 und - ist f holomorph, die Wege sind nullhomotop, d.h. aus dem Cauchy-Integralsatz
(Theorem 2.2.4) folgt

0= . f(Z)dZ+/Y2 f(z)dz
- / ez =3 /8 16

= / f(z)dz — Z 2mires,, f (nach Bemerkung 2.5.9).
gl k

O

Folgerung 2.5.12. Mit der Notation von Theorem 2.5.11 sei~y derart, dass f auf~y keine Null- und Polstellen
hat. Dann gilt

1P
2mi ), f(2)

dz = ZordzOf = Anzahl der Nullstellen — Anzahl der Polstellen von f (mit Vielfachheit),
e

wobei die Summe rechts iber alle zy im Innern von ~y lduft. (Die Summe ist endlich, da die Null- und Polstellen
von f diskret sind.)
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Bemerkung 2.5.13. Es ist nicht a priori klar, dass die linke Seite {iberhaupt eine ganze Zahl ist!
Das Theorem lésst sich effektiv anwenden, um numerisch die Existenz von Nullstellen holomorpher Funk-
tionen in bestimmten Bereichen zu zeigen oder zu widerlegen.

Beweis von Folgerung 2.5.12. Schreibe f(z) = (2 — 29)"™h(z) mit einem eindeutigen m € Z und h holomorph
in einer Umgebung von 2g, h(2g) # 0. Dann gilt f'(z) = m(z — 20)™ 'h(2) + (z — 20)™H (2), d.h.

fle) om0 (2.5.14)

fz) 2=z h(z)

Also gilt res,, ffl((zz)) = m = ord,, f. Die Behauptung folgt damit aus dem Residuensatz (Theorem 2.5.11),
angewandt auf f'/f. O

Folgerung 2.5.15. (Satz von Rouché) Seien f,g holomorph auf G und z1,...,2, € G und fir D; := U,,(2;)
sei D; C G. Es gelte

1f(z) = g(2)| < |f(2)| fiir z €| JOD:.
Dann haben f und g auf \J, D; gleichviele Nullstellen (mit Vielfachheiten gezihlt).
Beweis. Setze hy(z) := f(z) + AMg(z) — f(2)). Dann ist auf |JOD; |ha(2)| > 0 fiir alle A € [0, 1]. (Sonst wire

|7 (2)] = Ag(z) — f(2)|, im Widerspruch zur Voraussetzung.) Wir diirfen also Folgerung 2.5.12 anwenden und
erhalten:

1 h,
Z ord, hy = — A(Z) dz.
20U Ds 211 Uéb; h)\(Z)

In Abhéngigkeit von A ist die rechte Seite stetig, jedoch wegen der linken Seite eine ganze Zahl, d.h. konstant.
Fiir A = 0 bzw. 1 erhalten wir die Nullstellenzahl von f bzw. g in |J D;. O

2.5.1 Elliptische Funktionen

Notation 2.5.16. In diesem Abschnitt sei A = Zw; + Zws C C die Untergruppe, die von zwei R-linear un-
abhéngigen Zahlen wq,ws € C erzeugt wird. Wir nennen A auch Gitter oder Periodengitter.

Definition 2.5.17. 1. Die Teilmenge P := {rjw; +rows,0 < 71,79 < 1} C C heifit Periodenparallelogramm.
Fiir jedes z € C gibt es (wegen der R-linearen Unabhiingigkeit) von w; und wy genau ein A € A mit
z€ P+ A\

2. Eine elliptische Funktion (bezgl. A) ist eine meromorphe Funktion f auf C, die

fz+ ) = f(2)
fiir alle A\ € A erfiillt.
Definition 2.5.18. Die Funktion

1 ) 1 1
o) =3+ ((z)\)2 _v)
heifit WeierstraBsche o-Funktion. Hierbei heifit ' := 3 rearzo- (Wir werden in Kiirze sehen: g ist eine

elliptische Funktion beziiglich A.)

Elliptische Funktionen werden genau die meromorphen Funktionen auf der Riemannschen Fliche X = C/A
sein, die wir in Kiirze einfithren werden. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist folgendes Theorem:

Theorem 2.5.19. Die elliptischen Funktionen (stets beziiglich eines fizierten Gitters A) bilden einen Kérper,
den wir mit M(A) bezeichnen. Es gibt einen Isomorphismus

C(2)[y]/(y? — 42° — gox — g3) —M(A)
T =,
y g
Hierbei sind g2, g3 € C gewisse komplexe Zahlen, die von A abhingen (s.u.)

Der Beweis wird sich iiber die folgenden Lemmata erstrecken. Wir beginnen mit einem einfacheren Beispiel
fiir elliptische Funktionen:
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Lemma 2.5.20. Die Reihe

definiert fiir k > 3 eine elliptische Funktion.

Beweis. 1. Wir zeigen als erstes, dass die Reihe

> Ak (2.5.21)

fiir £ > 2 absolut konvergiert. Fiir Il = 1,2, ... sei P, das Parallelogramm mit den Ecken +lw; +Ilw,. Dann
ist § := dist(0P1,0) > 0, I6 = dist(0P,,0). Auf OP, liegen 8l Gitterpunkte, fiir diese gilt |A|* > (19)k.

Hieraus folgt
DUNTFE=DD DT AT <8Ry 1M <o

=1 \€OP, l
(In der endlichen Summe stehen 8/ Terme, die jeweils < (16)~* sind.)

2. Wir zeigen nun, dass die Reihe Z/ ﬁ fiir z # 0 auf ganz C absolut und lokal gleichm#fig konvergiert.
Sei also R > 0. Es gibt dann (wegen der R-linearen Unabhéngigkeit von wi,ws) nur endlich viele A € A

mit [A| < 2R. Fiir |z] < Rund |A| > 2R gilt |z — A| > |A| — |z] > |A]/2, und damit

DONEEE RS AN S PR

IAI>2R IAI>2R

3. Aus dem vorigen Punkt folgt fiir jedes Ao € A: h(z + Ag) = h(z) durch Umordnen der Reihenglieder
(erlaubt wegen absoluter Konvergenz). Auflerdem folgt, dass h auf C \ A holomorph ist und in A Pole

k-ter Ordnung hat, d.h. insgesamt eine meromorphe Funktion auf C definiert.
O

Lemma 2.5.22. Sowohl g, als auch ihre Ableitung @' sind elliptische Funktionen.

Beweis. Wir zeigen, zunichst, dass o meromorph ist. Sei |z| < R. Fiir fast alle Reihenglieder gilt |A| > 2R. Fiir
diese gilt:

1 1 A2 — 224202 — N2
(z—N2 A2 :‘ 22(z — M2
| 2(z—=2))
TGN
R3|)|

< paaE

4R

= 5"

In der Abschiitzung haben wir die Dreiecksungleichung verwendet: |2 — 2\| < |z| 4+ 2|A| < 3|)\| sowie |z — A|2 >

IA2—|2]2 > %. Wir haben in (2.5.21) gesehen, dass die Reihe Y |\| = (absolut) konvergiert, aus diesem Grund
folgt die behauptete lokal gleichméflige Konvergenz. Hieraus folgt auch, dass g eine meromorphe Funktion auf
ganz C definiert, da

) 1 1 1 1
p(z) = 1/z+zm—ﬁ —&-Zm—p.

IA>2R

auf C meromorph, da nur endlich viele Summanden fiir |2|<R holomorph

Da die Reihe, die p definiert, lokal gleichmiiflig (in allen Punkten von C\ A) konvergiert, diirfen wir gliedweise
differenzieren und erhalten

2 1 1
'(2)=—% -2y '———=-2 —_—.
o'(2) 23 Z (z— )3 Z(z—)\)?’
Also ist o’ genau wie p (auf ganz C) meromorph und ist nach Lemma 2.5.20 eine elliptische Funktion. Wegen

(p(z+X0) —9(2)) =¢'(z+ X)) — ¢'(2) =0
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gilt p(z + Xg) — p(2) = const (wir verwenden Ubungsaufgabe 2.7.2). Diese Konstante ist 0, denn

Ao _ (Ao
P\2) 7% 2
(nach Definition ist p(z) = p(—=z) fiir alle z € C.) Also ist auch g elliptisch. O

Wir wissen nun also g, p' € M(A).

Lemma 2.5.23. Es gilt die folgende Differential-Gleichung (die gelegentlich auch als Weierstra-Gleichung
bezeichnet wird)

©'(2)? = 4p(2)° — g29(2) — g3, (2.5.24)
wobei gy := 603" A\=* und g3 := 140 3" A= sind. (Diese Reihen sind nach (2.5.21) absolut konvergent.)

Beweis. Wir bestimmen zunéichst die Taylorreihe von p. Setze h(2) == p(z) — & = > m — 5z- Sei f(z) :=
(z —A)~2 und damit f®)(2) = (=1)*(k + 1)!(z — \)7F=2. Fiir |2| < |\| gilt:

1 1 f(k) = Fk+1) 4,
(z - )2 Z Z )Jf+2 TR o

=1

Bilden wir 3" iiber diesen Ausdruck, so konvergiert dies (wie wir bereits wissen) lokal gleichm#Big. Nach
dem Satz von Weierstral (Folgerung 2.4.1) konvergieren auch die k-ten Ableitungen lokal gleichmifig und wir

erhalten
2 Z Z )\k+2 k2 ¢

1
==+ 02 +eqzt + ... .(2.5.25)
z

Beachte: fiir ungerade k ist ¢, = 0, da die Summanden fiir A und —A sich aufheben. Hieraus folgen:
1 1
3 _
p(z) = E+3C2;+3C4+...,

2
o (2) = -5 207 +4eg2 + ..,

4 1
/ 2
p(Z) —2*6—8022*2—16644-....

Damit ist —4p> + (p')? + 20cop + 28¢4 eine elliptische holomorphe Funktion, die auBerdem in z = 0 den Wert
0 annimmt.

Jede holomorphe elliptische Funktion f ist jedoch konstant: f(C) = f(P) C C ist eine kompakte und damit
insbesondere beschrinkte Menge. Nach dem Satz von Liouville (Ubungsaufgabe 2.7.7) ist f damit konstant.
Damit erhalten wir die behauptete Differentialgleichung unter Beachtung von go = 603 A% = 20 - ¢3, g3 =
2804. O

Beweis von Theorem 2.5.19. Sicher bildet M(A) einen Teilkorper von M(C) (der nach Lemma 2.5.5 ein Kérper
ist). Die Differentialgleichung (2.5.24) liefert uns einen (eindeutigen) Ringhomomorphismus

C(2)[y)/(y* — 42® — gz — g3) = M(A),

mit x — @, y — ¢’. AuBerdem ist die linke Seite ein Kérper, denn y? — 423 — gox — g3 ist iiber C(x) irreduzibel
( andernfalls miisste es in Linearfaktoren zerfallen, d.h. es giibe ein Element s € C(z) mit s? = 423 — gox — g3,
dies ist aus Gradgriinden unmdglich). Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv. Um zu zeigen, dass der obige
Homomorphismus auch surjektiv ist werden wir zeigen:

1. Jede gerade (d.h. f(z) = f(—=z)) elliptische Funktion f ist von der Form f = R(p), wobei R(X) € C(z)
eine rationale Funktion ist.

2. Jede ungerade (d.h. f(z) = —f(—=2)) elliptische Funktion g ist von der Form g = ¢'R(p), R € C(z).
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Da jedes f € M(A) als f = f(z)+2f(_z) + f(z)_zf(_z) als Summe von gerader und ungerade elliptischer Funktion
geschrieben werden kann, ergibt sich hieraus die Aussage des Theorems. Es reicht (1) zu zeigen, denn jede fiir
ungerade elliptische Funktion g ist g/’ gerade.

Sei nun f gerade, elliptisch. Seien z1, ..., z, die (notwendigerweise endlich vielen) Polstellen von f in P\ {0}.
Fiir hinreichend grofle m; hat

fi(z) = H(@(Z) —9(2))™ f(2)

héchstens in 0 einen Pol (denn p(z) — p(z;) hat in z; eine Nullstelle).
Es reicht also, folgende Behauptung zu zeigen: jede gerade elliptische Funktion f7, die hochstens in A Pole
hat ist von der Form

fi=ay+aip+---+a,p”,a €C.

Die Behauptung ist richtig, wenn ordg f; > 0, da f; dann elliptisch und holomorph ist und damit konstant ist.
In der Laurent-Entwicklung von f; tauchen nur Terme 22" auf, d.h. die Terme mit ungeradzahligen Potenzen
von z verschwinden. Dies folgt z.B. aus Satz 2.1.19, angewandt auf die gerade Funktion g = f - 22¥), k so gro8,

dass g in 0 holomorph ist: a, = o= Jou ) gf—ﬂd( fiir die Taylorreihe g(z) = > -, ay(z — 20)": fiir ungerade v

2mi
ist der Integrand h = gz~"~! gerade und damit ist das Integral in diesem Fall 0: sei v+ = eexp(int) der obere

Halbkreis und v~ (t) = —y*(¢) der untere, so dass U, = v~ oy*. Dann ist

| @iz [ a6y

vt [Chat )y o

=— h(z)dz.

~y+

Sei b_s,272" der Term niedrigster Ordnung in der Laurent-Reihe von f; um z = 0. Dann ist fo := f1 —b_o,p"
eine gerade elliptische Funktion. Sie hat auch héchstens in A Pole, und ordg fo > ordg f1 nach Konstruktion (und
da die Laurentreihe fiir p den niedrigsten Koeffizienten 1 hat, siehe (2.5.25)). Durch Induktion nach ordgfi
erhalten wir die Behauptung. O

2.5.2 Berechnung von uneigentlichen Integralen

Eine Anwendung des Residuensatzes, deren Bedeutung iiber die Funktionentheorie hinausgeht ist die Berechnung
von uneigentlichen Integralen
oo
/ f(x)dx.
—00

Satz 2.5.26. Sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet, welches H enthdlt und sei f : G — C eine
meromorphe Funktion, die nur endlich viele Pole z1,...,z, hat, die auflerdem alle in H liegen. Sei yg(t) =
Rexp(int). Wir nehmen an, dass

lim / f(z)dz=0 (2.5.27)

R—o00

/O:O f(x)dx

existiert (zur Erinnerung, dies bedeutet, dass beide Limites limp_ 0 fOR f(z)dz und imp_,_ o fzg fl@)dx exi-
stieren.) Dann gilt

gilt und nehmen auflerdem an, dass

/00 fl@)dx = QWiireszkf.
oo k=1

Beweis. Fiir R > 0 (mindestens so groB, dass alle z; im Innern von yg o [—R, R] liegen) gilt nach dem Residu-
ensatz (Theorem 2.5.11)

R
/ f(z)dz+ f(z)dz = 2mi E res,, f.
-k TR k
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Bilden wir limg_, o, erhalten wir die Behauptung. O

Beispiel 2.5.28. Seien p, ¢ € C|z] zwei Polynome mit deg ) > deg P + 2. Wir nehmen an, dass die Nullstellen
21, ..., 2n alle nicht reell sind. Fiir gentigend kleines € > 0ist f(z) := p(2)/q(z) auf G := H—e = {z : im(z) > —¢}
meromorph und hat nur Pole in H. Aufierdem ist die Voraussetzung (2.5.27) erfiillt, und ffooo f(z)dx existiert.

Es gilt also
/ f(x)dx = 2mi Z res,, f.

Beispiel 2.5.29. Wir betrachten einen Spezialfall von Beispiel 2.5.28: p = 1 und ¢ = 2% + 1. Die Nullstellen
von ¢ in H sind z; = exp(kni/6), k = 1,3,5.

Das Residuum von 1/q bei z; berechnet sich als

1 Zk

res,, (1/q) = B 6
k

(Hier verwenden wir die Rechenregel res(f/g) = f/g’ fiir ordf > 0 und ordg = 1; angewandt auf f = (z—z2x) ",
_ (z—zk)6

g Wk;l) Wir erhalten

/oo mdm = —gﬂ'i (21 + 23+ 25) = gm' <2sin(%) + 1) = g

2.6 Der Riemannsche Abbildungssatz

Sei
D:=U,(0)={z€C,|z| < 1}

der offene Einheitsball. Das Ziel in diesem Abschnitt ist folgendes

Theorem 2.6.1. (Riemannscher Abbildungssatz) Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Dann
gibt es eine biholomorphe Abbildung (Definition 2.3.3)

F:G— D.

Bemerkung 2.6.2. Die Bedingung G C C (d.h. G # C) ist wichtig, denn es gibt keine biholomorphe Abbildung
C — D (Beispiel 2.3.4).

Indem man zeigt, dass jede biholomorphe Abbildung f : D — D mit f(0) = 0 eine Rotation sein muss (d.h.
2+ ze't t € R), kann man aulerdem zeigen, dass I eindeutig ist, wenn wir fiir gegebenes 2y € G fordern, dass
F(z0) = 0 und F'(z) € R>? gilt.
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Im Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes werden wir folgende Halbstetigkeitsaussage verwenden. Wir
setzen fiir eine holomorphe Funktion f auf G und w € C:

Ny(w) = Z ord,(f(2) —w) € NU {cc}.

z€f~H(w)

Lemma 2.6.3. Sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf G, die lokal gleichmdfig gegen eine Funktion
f konvergiert.

(i) Angenommen, fir k € N und w € C ist Ny, (w) < k fir alle n. Dann ist entweder f = const = w oder
Nf (w) <k.

(ii) Wenn die f, injektiv sind, so ist f entweder konstant oder auch injektiv.

Beweis. (i): Der Satz von Weierstrafl (Folgerung 2.4.1) besagt, dass f holomorph ist. Sei 0.E. w = 0 und
nehmen wir an f # 0. Die Nullstellenmenge Z := f~(0) C G ist nach dem Identitéitssatz (Theorem 2.3.1)
diskret. Angenommen es gibt z1,...,2, € Z gibt mit ) ord,, f > k. Wegen der Diskretheit von Z ist fiir
geniigend kleines ¢ ist fiir D; := Us(z;) in D; N Z nur ein Element, ndmlich z;, enthalten. Es gibt ein € > 0 und
n > 0 mit

1f(2) = f(2)] <€ <[f(2)]

fir z € 0D := |J, 0D;: das rechte “<” folgt wegen Kompaktheit von 0D und das linke “<” wegen der lokal
gleichmifligen, also auf 9D gleichméBigen Konvergenz von f,, — f. Aus dem Satz von Rouché (Folgerung 2.5.15)
erhalten wir dass f,, und f in J; D; gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit) haben, und damit einen Wider-
spruch zur Annahme.

(ii): Sei @ € G. Wir wenden (i) auf die Folge

Gna: G\{a} = C,z— f(2) — fu(a)

an. Da f, injektiv ist, gilt Ny (0) = 0 und damit ist g, := limg,, , = f— f(a) entweder konstant = 0 (d.h. f = a)
oder hat keine Nullstelle (auf G\{a}). Dies gilt fiir alle a € G, d.h. f ist entweder konstant oder injektiv. O

Beweis von Theorem 2.6.1. 1. Wir zeigen zunéchst, dass G biholomorph zu einer offenen Teilmenge von 0 €
U C D ist. Nach Voraussetzung gibt es a« € C\G, 0.E. @ = 0. Da G einfach zusammenhiingend ist, gibt es
Log(z) € O(G) mit exp(Log(z)) = z:

G ist isomorph zu

C——C~. C —— C/2miZ.

Sei w € G beliebig. Es gibt € > 0 so dass
U.(Log(w) + 2mi) N Log(G) = 0.

Andernfalls géibe es eine Folge (z,) C G mit lim Log(z,) = Log(w) + 2mi. Wenden wir die stetige Funktion
exp an, erhalten wir lim z,, = w und daraus mit der Stetigkeit von Log einen Widerspruch:

Log(w) + 27mi = lim Log(z,) = Log(w).

Die Funktion 1

F:G=CF(z) = Log(z) — Log(w) — 2mi

ist also wohldefiniert. Sie ist injektiv, da Log injektiv ist, da die Inklusion G C C* injektiv ist. Also ist F'
nicht konstant, demnach offen (Folgerung 2.3.7), also eine biholomorphe Abbildung F' : G — F(G).

Daher ist |F(z)| < 1/e fiir z € G, d.h. F(G) ist beschrénkt. Durch Verschieben und Reskalieren erhalten wir
die Behauptung.

2. Wir diirfen nun annehmen, dass 0 € G C D. Sei
A:={f: G — D,holomorph, injektiv und f(0) = 0}.

Unser Ziel ist f € A zu finden, so dass |f/(0)| maximal wird.
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Es gilt id € A, insbes. A # (). Die Familie A ist auerdem gleichméBig beschrinkt (Definition 2.4.2), da die
Funktionen in A nur beschrinkte Werte annehmen. Nach (2.1.18) gibt es also eine Konstante C' > 0 so dass
|f'(0)] < C fiir alle f € A, d.h.
s:=sup|f'(0)] < C < 0.
feA

Wir werden zeigen, dass es f € A gibt mit |f'(0)| = s. Wéhle hierzu eine Folge (f,,) € A mit lim|f},(0)| = s.
Wir wenden den Satz von Montel (Satz 2.4.3) auf die uniform beschriinkte Familie A an und erhalten eine
Teilfolge f,, , die lokal gleichmé&Big gegen eine Funktion f : G — C konvergiert. Nach dem Satz von Weierstrafl
(Folgerung 2.4.1) ist f ebenfalls holomorph und limy, f,, = f’. Also gilt |f'(0)| = s. Es gilt s > 1 (da id € A)
und daher ist f # const. Es gilt |f(z)| < 1 fiir alle z € G. Aus dem Maximumsprinzip (Folgerung 2.3.8) folgt
schon f(z) < 1. AuBerdem gilt offenbar f(0) = 0. Schlielich folgt aus Lemma 2.6.3(ii), dass f injektiv ist.

Insgesamt gilt f € A.

3. Wir zeigen nun, dass f auch surjektiv ist, damit ist f eine biholomorphe Abbildung. Angenommen, es gibt
a € D\ f(G). Man priift mit einer expliziten Rechnung, dass 1, (2) := = D auf D abbildet, holomorph ist
und dass ¥, 01, = id ist (Ubungsaufgabe), d.h. ¢, ist ein Automorphismus von D. Also ist G := 1), (f(G))
einfach zusammenhéngend, 0 ¢ G’. Nach Beispiel 2.2.14 gibt es also auf G’ eine Wurzel, d.h. g : G’ — D

holomorph mit g(2)? = 2. Sei 8 := g(a), r := |a| < 1. Die Funktion

F:=4ygogopgof:G—=D

ist holomorph, injektiv und erfiillt F(0) = 0, d.h. F € A. Es gilt ¢/ (2) = (_1)(1_(61'27)%;0;_2)(_5) = (iag;)z
Hieraus folgt

[E"(0)] = [5(B)g () (O] 1/ (0)] > [£(0)],

r41
2

>1 wegen r<1

|——||(ca@ — 1)| = o1 r+1) im Widerspruch zur Maxi-

(benutze [¢5(8)g' ()1hg, (0)] = ‘ 2l 2/l 2y/lal(lal-1) ~ 2V7

(1-8p)?
malitédt von | f/(0)].

O

2.7 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.7.1. Sei U C C offen und f : U — C eine Abbildung. Zeige, dass fiir jedes zo € U die
folgende Aussagen dquivalent sind:

1. Der Limes

F(z0) = lim LGN = f(z0)

h—0 h ’

existiert, d.h. f ist in zg holomorph.
2. Es gibt eine C-lineare Abbildung D f(z) : C — C mit der Eigenschaft:
o T2) = (o) = DS Go)(z ~ )

zZ—20 |Z — Zo‘

=0.

3. Die Abbildung f ist reell differenzierbar (als Abbildung f : U C R? — R?), d.h. es gibt eine R-lineare
Abbildung Df(z) : R?> — R? mit der Eigenschaft:

f(z) = f(20) = Df(20)(2 = 20)

lim =0
zZ— 20 |Z — ZO|
und f erfiillt die Cauchy-Riemann Gleichungen:
ORe(f), . _ 0Im(f) aIm(f), , _ ORe(f)
O (20) = dy (20), O (20) = By (20)-

Diskutiere die drei Bedingungen kurz am Beispiel der (nicht holomorphen) Funktion z = z + iy — Z(:= x — iy).

Ubungsaufgabe 2.7.2. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Beweise die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

1. f ist konstant
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2. f'(z) =0 fir alle z € G.
3. Re(f): G — R ist konstant.
Ubungsaufgabe 2.7.3. Die Funktion

<o —1 /22
f:R—>R,f(x):{ ep(ol/a;) iig

ist unendlich oft (reell) differenzierbar, es gilt jedoch f*)(0) = 0 fiir alle v > 0. Insbesondere ist f nicht (reell)
analytisch.

Ubungsaufgabe 2.7.4. Sei f(z) = %, oder R(z) oder I(z). Zeige fiir einen (bequemerweise stiickweise linearen)
geschlossenen Weg v dass f7 f(z)dz #£ 0 gilt.

Ubungsaufgabe 2.7.5. Sei v(t) = exp(27it), n € Z. Zeige

/z”dz{ 0. n# -l
. 2m n=-—1

Ubungsaufgabe 2.7.6. Zeige, dass die sog. Cayley-Abbildung

z—1
zZ+1

JiH-D:={eCl:| <1}, f(z):=

mit inverser Abbildung
(w) d4+w
w) i(=i——
g T — o
ein Biholomorphismus zwischen H und D ist.

Ubungsaufgabe 2.7.7. Folgere aus (2.1.18): sei f : C — C holomorph und erfiille, fiir ein n € N,
1f(2) < CQA+[2]")

fiir eine Konstante C' € R. Dann ist f ein Polynom vom Grad < n.

Fir n = 0 erhalten wir den Satz von Liouville: eine beschrénkte holomorphe Funktion f : C — C ist
konstant.

Folgere den Fundamentalsatz der Algebra: jedes nicht-konstante Polynom P(z) € CJz] hat eine Nullstelle.
(Tipp: wende den Satz von Liouville auf 1/P an.)

Ubungsaufgabe 2.7.8. (i) Sei X = C\{z1,...,2,}, wobei die z; paarweise verschieden sind. Sei = # z; und
sei v, ein Weg mit ;(0) = v;(1) = z, der z; einmal umlduft und ansonsten kein anderes z; umléuft. Zeige
mit Hilfe des Cauchy-Integralsatzes, dass 7; nicht homotop zu «y; ist fiir ¢ # j.

)

(ii) Zeige, dass die Relation “yo ist homotop zu ;" eine Aquivalenzrelation (von Wegen, deren Anfangs- bzw.

Endpunkt iibereinstimmt) ist.

(iii) Fiir einen topologischen Raum X und einen fixierten Punkt z € X sei
1 (Xa (E)

die Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen mit Anfangspunkt z. Zeige, dass die Ver-
kniipfung und Invertierung von Wegen (siehe Definition 2.1.7) eine Gruppenstruktur auf 1 (X, ) induziert.
Man bezeichnet 71 (X, z) als Fundamentalgruppe oder auch erste Homotopiegruppe.
Die Ubungsaufgabe zeigt also, dass 71 (C\{z1,..., 2, }, ) mindestens n Elemente enthilt. Mit mehr Techni-
ken der algebraischen Topologie kann man zeigen, dass diese Elemente die Gruppe frei erzeugen, d.h. w1 (C\{21, ..., 2n}, z)}}
ist die freie Gruppe in n Erzeugern.

Ubungsaufgabe 2.7.9. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte die beiden Bedingungen:
(i) X ist wegzusammenhéingend

(ii) X ist zusammenhdingend, d.h. fiir jede disjunkte Zerlegung X = X; U X5 in zwei offene Teilmengen gilt
X, =0 oder Xy = 0.

Zeige: (i) impliziert (ii). Zeige, dass die Umkehrung gilt, falls X eine Teilmenge von C ist oder allgemeiner, falls
X lokal wegzusammenhéngend ist (d.h. jeder Punkt hat eine offene, wegzusammenhéngende Umgebung).
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Ubungsaufgabe 2.7.10. a.) Zeige: fiir |z — 1| < 1 ist die Funktion

= (1

Logz = Z

n=1

(z—-1)"

eine holomorphe Stammfunktion von z %

b.) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph mit |f(z) — 1| < 1 fiir z € G. Dann gilt fiir jede geschlossene
Kurve v in G:
/
/ ') dz=0.
v f(2)

Ubungsaufgabe 2.7.11. Zeige, dass die Funktionen (jeweils definiert auf C*) eine hebbare Singularitét, bzw.
einen Pol 1. Ordnung bzw. eine wesentliche Singularitédt haben:

SlIlZ7 GXpZ7exp(1/Z).
z

z

Hierbei sind expz := Y - ( L2” und sinz =7 (;Vi)l),zz”“ definiert.

Ubungsaufgabe 2.7.12. Wir definieren die Gammafunktion als:
I'(z) ::/ tE=Yetat, fiir Rz > 0.
0

wobei t*~! := exp((z — 1) logt) mit dem (reellen) Logarithmus logt € R.

1. Zeige, dass

fn(2) ::/ tE=Detqt,
1/n

fiir alle n € N und #(z) > 0 holomorph ist.

2. Folgere aus der Abschitzung
[t Vet < R fiir t > 0,

dass f,,(z) auf {z € C,R(z) > 0} lokal gleichmifig gegen I'(z) konvergiert. Nach dem Satz von Weierstrafl
ist I' auf {z € C,R(z) > 0} also eine holomorphe Funktion.

3. Zeige, dass die Gammafunktion der folgenden Funktionalgleichung geniigt:
I'(z+4+1) =2z T'(2) fiir R(z) >0
und allgemeiner fir n =1,2,...:

F'z+n+1)
2(z4+1)--(z+n)

I'(z) = fiir R(z) > 0.

4. Zeige, dass es genau eine holomorphe Funktion
r:Cc\{0,-1,-2,...} = C

gibt, die fur R(z) > 0 mit der oben definierten Funktion I'(z) iibereinstimmt. Das hier angewandte
Prinzip, d.h. ausgehend von einer holomorphen (oder allgemeiner meromorphen Funktion) f : U — C
eine holomorphe Funktion f U — C zu konstruieren, die auf einem groferen Definitionsbereich UoU
definiert ist und auf U mit f iibereinstimmt, nennt man analytische Fortsetzung.

Ubungsaufgabe 2.7.13. Seien f,g : G — C zwei holomorphe Funktionen auf einem Gebiet G derart, dass
f(2)g(z) =0 fiir alle z € G. Zeige, dass dann f(z) = 0 oder g(z) = 0 fiir alle z € G.
Der Ring O(G) der holomorphen Funktionen hat also keine Nullteiler.

Ubungsaufgabe 2.7.14. Sei z € U. Der Ring der Halme holomorpher Funktionen O, ist definiert als

L] ow)

zeU'CcU
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wobei die disjunkte Vereinigung iiber alle offenen Umgebungen U’ liuft und die Aquivalenzrelation ~ gegeben
ist durch f; € O(U}), fo € O(U3) sind dquivalent, wenn

(f)lvinve = f2luinvs-

Anschaulich ist ein Halm eine holomorphe Funktion, die auf einer offenen Umgebung von z definiert ist,
wobei zwei solche Funktionen miteinander identifiziert werden, wenn sie auf einer evtl. kleineren Umgebung
iibereinstimmen. (In der Sprache der Kategorientheorie ist

Oz = COlimzeU/CU O(U’)

der direkte Limes (oder auch filtrierte Kolimes) der O(U’).) Analog definieren wir M, indem wir oben O(U")
durch M(U’) ersetzen.
Zeige:

1. O, ist ein kommutativer Ring (eine Skizze der Ringaxiome geniigt).
2. O, hat keine Nullteiler (benutze Ubungsaufgabe 2.7.13) und M., ist der Quotientenkérper von O,.
3. ord, : M(U)\{0} — Z faktorisiert eindeutig iiber einen Gruppenhomomorphismus ord, : M,\{0} — Z.

4. Versehen mit dieser Bewertung ist O, ein diskreter Bewertungsring, d.h. ein Element f € M_\{0} ist
genau dann in O, wenn ord, f > 0 gilt.
<241
/ .
, 1

Ubungsaufgabe 2.7.16. Sei S? ¢ R? die 2-Sphire, N := (0,0,1) € S? der Nordpol. Wir versehen S? mit
folgender Karte (die stereograpischen Projektion)

Ubungsaufgabe 2.7.15. Berechne

2 x .Y
: N C —_ —_—
6S: S°\N — C, (x,y,z)b—>1_2+zl_z

und einer analogen Karte fiir S \ {(0,0, —1)}. Zeige, dass diese beiden Karten eine komplexe Struktur auf S
definieren und S? damit zu einer Riemannschen Fliche machen. Zeige ferner, dass der Homéomorphismus

¢: Pt — 52

der durch die stereographische Projektion gegeben wird, eine biholomorphe Abbildung ist.
Tipp: Die Umkehrabbildung der stereographischen Projektion ist gegeben durch

2 2 1—u?—0?
S71.C = SH\N, u+iv»—>< “ Y i )

14+u2 402" 14+u2+02" 14+u2 402



Kapitel 3

Riemannsche Fliachen

3.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Wir haben nun genug Werkzeuge fiir das Studium Riemannscher Flichen. Wir beginnen damit, Eigenschaften
holomorpher und meromorpher Funktionen auf Gebieten zu iibertragen.

Definition 3.1.1. Eine topologische Mannigfaltigkeit oder auch kurz Mannigfaltigkeit X der Dimension n ist
ein topologischer Hausdorff-Raum, so dass jeder Punkt « € X eine offene Umgebung besitzt, die zu einer offenen
Teilmenge des R™ homdomorph ist.

Definition 3.1.2. Sei X eine 2-dimensionale (topologische) Mannigfaltigkeit.

Eine komplexe Karte ist ein Homdomorphismus ¢ : U — V', wobei U C X offen und V C C offen ist.

Eine kompleze Struktur ¥ auf einer 2-dimensionalen (topologischen) Mannigfaltigkeit X ist eine Menge von
Karten

E={p: U=V}

deren Definitionsbereiche X iiberdecken (d.h. X = e U ) und derart dass fiir je zwei Karten ¢ : U — V und
@ U — V' mit UNU' # 0 gilt: die Abbildung

YoplipUNU) = o UNT")

ist holomorph im Sinne von Definition 1.0.1. (Beachte hierzu, dass beide Mengen offene Teilmengen von C sind,
da ¢, ¢’ Homéomorphismen sind).

Eine Riemannsche Fldche ist das Datum (X, ¥) bestehend aus einer zusammenhéngenden 2-dimensionalen
Mannigfaltigkeit und einer komplexen Struktur ¥ auf X. Falls 3 klar ist, schreiben wir auch nur X.

Eine holomorphe Abbildung f : (X1,%1) — (X2,%2) (oder kurz f : X; — X5) ist eine stetige Abbildung
f: X1 — X5 so dass fiir jede Karte 1 € X1 und o € X5 gilt: die Abbildung

paofoprt ioi(fTHU2) NUL) — Us
ist holomorph. (Beachte wiederum: beide Mengen sind offene Teilmengen von C, da f stetig und ¢; eine offene
Abbildung ist). Wir bezeichnen die Menge der holomorphen Abbildungen mit Hom((X1,%4), (X2,%2)) oder
auch Hom (X1, X5).
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X,
&E

Eine biholomorphe Abbildung f : X1 — X5 ist eine holomorphe Abbildung, so dass es eine holomorphe
Abbildung ¢ : X2 — X; gibt mit fog=1idx, und go f =idx,.

Bemerkung 3.1.3. Falls (X1,%4) £> (X2,%9) £> (X3,%3) holomorphe Abbildungen sind, so ist auch f3 o
f1 holomorph. Dies folgt sofort aus der Definition und der analogen Tatsache iiber holomorphe Abbildungen
zwischen offenen Teilmengen in C.

Riemannsche Fldchen bilden daher eine Kategorie; biholomorphe Abbildungen sind gerade die Isomorphis-
men in dieser Kategorie.

Notation 3.1.4. Sei im folgenden (X, %) oder kiirzer X stets eine Riemannsche Flidche. AuBlerdem sei U stets
eine offene Teilmenge von X.

Beispiel 3.1.5. C und allgemeiner jedes Gebiet G C C sind Riemannsche Flidchen, die wir stets mit der
Standardstruktur ¢ = incl : G — C ausstatten.
Allgemeiner, falls (X, X)) eine Riemannsche Fliche ist und W C X offen, dann wird W zu einer Riemannschen
Fléche, die wir stets mit der komplexen Struktur {¢|wny : WNU = oW NU)|(¢: U — V) € ¥} ausstatten.
Eine holomorphe Abbildung f : X — C nennen wir auch holomorphe Funktion. Wir bezeichnen sie mit
O(X). Mit der punktweisen Addition und Multiplikation wird O(X) zu einer C-Algebra.

Definition und Lemma 3.1.6. Die projektive Gerade P ist definiert als
P! = Ui U UQ/ ~,

wobei Uy = C, Uy = C und ~ bedeutet, dass wir jedes Element z € U1\{0} mit 1/z € U, identifizieren.

Die Topologie auf P! wird so definiert, dass eine Teilmenge U C P! offen ist, genau dann wenn 7~1(U)
offen ist, wobei 7 : U; LUy — P! die kanonische Abbildung ist.

Wir versehen P! mit den beiden Karten p1:=1d: U; = C und ¢y :=1id : U — C. Das Bild von 0 € U, in
P! wird mit co oder Punkt im Unendlichen bezeichnet. Dies definiert eine kompakte Riemannsche Fliche.

Beweis. Die Ubergangsabbildung
@2 © Qﬁl_l . 501(U1 n UQ) = (3>< — (3>< = (pg(Ul N UQ)

ist gegeben durch z — 27!. Diese ist biholomorph (d.h. auch ¢; o 5 List holomorph.) Auflerdem sehen wir
hieran, dass U,(0)\{0} C U; mit {z € Ua,|z| > 1/r} identifiziert wird. Hieran siecht man leicht, dass P!
Hausdorffsch ist. Fiir die Kompaktheit sei P! = J, V; eine offene Uberdeckung. Sei oo € Vj, ohne Einschriinkung
71 (Vo) = U,(0) C Us. Dann wird Vy\{oo} mit {z € Uy, |z| < 1/r} identifiziert, dessen Komplement U /,.(0)
ist kompakt und damit geniigen V; und endlich viele der iibrigen V;, um P! zu iiberdecken. O

Beispiel 3.1.7. Sei A = Zw; ® Zws ein Gitter (Notation 2.5.16), d.h. wy,ws sind R-linear unabhéingig. Sei
P = {rjw; + rows,0 < r1, 75 < 1} das Periodenparallelogramm.
Wir werden nun
X :=C/A

zu einer kompakten Riemannschen Fliche machen so dass die kanonische Projektion

m:C— X

holomorph ist. Man nennt X eine elliptische Kurve. (Der Name riihrt von Betrachtungen zu Bogenlédngen von
Ellipsen her, hat aber ansonsten nichts mit Ellipsen zu tun.)
AuBlerdem zeigen wir, dass fiir jede Riemannsche Fléche Y gilt:

Hom(X,Y) —{f € Hom(C,Y), f(z+ A\) = f(z) Vz € C, X € A}

1.
g—Ttgi=gorm. (8.18)
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e Wir versehen X mit der Quotiententopologie, d.h. U C X ist nach Definition offen, wenn Y (U) c C
offen ist. (Aquivalent hierzu: X trégt die eindeutige Topologie beziiglich derer 7 stetig ist.)

e 7 ist offen, denn fiir V C C offen ist 7~ 'm(V) = [Jycp A + V offen.

e X ist Hausdorffsch: da wy,ws ein Gitter aufspannen, gibt es € > 0, so dass 7 eingeschrinkt auf U.(2)
bijektiv und damit nach den beiden vorherigen Punkten ein Homdomorphismus ist.

e X = w(P) ist als Bild eines kompakten Raums ebenfalls kompakt.

e Wir betrachten die komplexe Struktur, die aus folgenden Karten besteht: U C X offen und von der Form
U =7(V) mit V C C offen und derart, dass 7 : V. — U ein Hom6omorphismus ist (dies tritt genau
dann ein, wenn V' C P + \ fiir ein fixiertes A € A). Die Abbildungen ¢ := 7! : U — V sind dann nach
Definition die Karten der komplexen Struktur von X.

Um zu sehen, dass dies in d"er Tat eine Riemannsche Fliache definiert, betrachte eine weitere solche Karte
¢’ : U’ — V'. Dann ist die Ubergangsabbildung

Yi=p oplipUNU) = UNT).

Es gilt 7(¢(2)) = ¢ 1(2) = 7(2), dh. ¥(2) — 2z € A. Da A diskret ist, folgt dass (z) — z auf jeder
Zusammenhangskomponente von ¢(U NU’) konstant ist. Insbesondere ist ¢ holomorph, d.h. wir haben in
der Tat eine komplexe Struktur definiert.

e Die Abbildung in (3.1.8) ist sicher injektiv. Falls f € Hom(C,Y') die Bedingung f(z + \) = f(z) erfiillt,
gibt es genau eine Abbildung (von Mengen) g : X — Y mit 7*g = f. Um zu sehen, dass g holomorph ist,
wenden wir die Definition an, wobei die Karte ¢ : U — V wie oben definiert ist:

g

CcC—=5X Y

 rgp— > UnfYU)——T

N |
\V > eUNfYO) ——V.

g ist holomorph wenn, (U N f~1(U)) — V holomorph ist, dies ist #iquivalent dazu, dass f|, holomorph
ist.

Die Tatsachen iiber holomorphe Funktionen auf U C C, die wir kennen, setzen sich nun auf holomorphe
Abbildungen auf Riemannschen Flichen fort:

Theorem 3.1.9. Seien X, Y Riemannsche Flichen und f,g: X — Y holomorph.

(i) (Identitétssatz) Wenn es eine Folge (x,,) paarweise verschiedener Elemente in X, die gegen ein © € X
konvergieren, so dass f(x,) = g(xy) fir alle n, dann gilt f = g.

(ii) (Lokale Gestalt holomorpher Abbildungen) Sei x € X, y := f(z) € Y. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte ganze Zahl m > 0 sowie Karten ¢ und ¢', die in folgendes kommutatives Diagramm passen,
wobei v : V. — W biholomorph ist:

S
s

5 z+——y € U
© (Km‘te)l ]7 I \tp/ (Karte)
\%4 U 1744

(#i) (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Sei f : X\{x} — Y holomorph und in einer Umgebung U > x beschrinkt,
d.h. f(U\ {z}) ist, fiir eine geeignete Karte V.5 W C C, in V enthalten und o(f(U \ {z})) ¢ C

ist beschrinkt. Dann gibt es eine eindeutige holomorphe Funktion f : X — Y, die auf X \ {z} mit f
tibereinstimmdt.
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(iv) f ist entweder konstant oder offen, d.h. f(U) ist offen fir alle offenen U C X.
(v) Wenn f injektiv ist, ist f : X — f(X) biholomorph.

(vi) (Maximumsprinzip) Wenn f : X — C holomorph ist und |f| lokal in einem Punkt x € X ihr Mazimum
annimmt, so ist f konstant.

(vii) (Satz von Liouville) Wenn X kompakt ist und f : X — C holomorph, dann ist f konstant.

Beuweis(skizze). (i): wiihle eine Karte f(z) € U’ % V' € C sowie eine Karte z € U % V ¢ C mit f(U) c U’
und g(U) C U’. Fiir fast alle n ist z, € U, f(z,) € U’ (Stetigkeit von f). Die holomorphen Abbildungen
@' ofoptund ¢ ogoyp™!:V — V' stimmen auf ¢(z,) und (z), also nach dem gewohnlichen Identitiitssatz
(Theorem 2.3.1) auf ganz V iiberein. Damit stimmen f und g auf U iiberein.

Fiir einen beliebigen Punkt 2’ € X wéhlen wir einen Weg v : [0,1] — X von x nach 2'. Sei tg = inf{¢, f(y(t) #
g(7(¥))}.. Es gilt nach dem obigen t > 0. Falls diese Menge nicht leer ist, wenden wir das bisher gezeigte auf die
Folge v(t — 1/n) an.

(ii): wihle zuniichst beliebige Karten (d.h. alles wie in der Behauptung, nur zuniichst ohne die Bedingung,
dass z — z™ in das kommutative Diagramm passt). Wende dann Satz 2.3.6 auf die holomorphe Abbildung
ri=¢ ofop:V =V an:es gibt W CV und W C V' offen und eine biholomorphe Abbildung v : W — W’
so dass r(w) = ¢ (w)™ ist. Indem wir die bisherige Karten durch o : ¢~ H(W) — W’ und ¢'| -1 (w) ersetzen,
erhalten wir die Behauptung.

(vii): |f|] : X — RZY nimmt wegen der Kompaktheit von X ihr Maximum an, damit ist f konstant wegen
dem Maximumsprinzip.

Der Beweis der iibrigen Aussagen ist, natiirlich unter Verwendung von Theorem 2.5.3 bzw. Folgerung 2.3.7,
eine (noch leichtere) Ubungsaufgabe. O

Wir hatten in Definition 1.0.9 eine meromorphe Funktion f auf X definiert als holomorphe Abbildung
f : X — P! die nicht konstant oo ist. Bisher hatten wir jedoch meromorphe Funktionen auf Gebieten G
definiert (Definition 2.5.4) als holomorphe Funktionen G \ S, S C G diskret, derart dass fiir jedes zyp € S die
Funktion f(z)(z — 20)™ : G\ S — C fiir geeignetes m > 0 eine hebbare Singularitét hat, d.h. sich zu einer
holomorphen Funktion auf einer offenen Umgebung von zy fortsetzen lésst. Wir zeigen nun, dass diese beiden
Definitionen fiir X = G iibereinstimmen.

Lemma 3.1.10. Sei G ein Gebiet. Die Abbildung
{f: G — P! holomorph , f # oo} —{fmeromorph auf G}
Feflev-1e0
st eine Bijektion.
Beweis. Wir verwenden folgende dquivalente Bedingungen
(i) f ist eine meromorphe Funktion auf G (im Sinne von Definition 2.5.4)
(i) G =U; U, (z) = U; Ui, f
(iil) G =, U; so dass (entspricht m; > 0) entweder f|y, : U; = C = P!\ {oo} eine holomorphe Abbildung
oder (entspricht m; < 0) HU, : U; — C = P!\ {0} eine holomorphe Abbildung ist, f # oo (d.h. f(z) # oo
fiir ein z € G)

U, = (2 — 2)™g(z) mit g € O*(U;) (d.h. g ist auf U; nirgends 0), m; € Z

(iv) G =, U; so dass f|y, : U; — P! holomorph ist, f # oo
(v) f:G — Pl ist holomorph, f # oo

Die Implikationen (iii) < (iv) < (v) sind ein Spezialfall von Ubungsaufgabe 3.2.2, die iibrigen klar nach
Definition. O

Definition und Lemma 3.1.11. Die Menge M(X) der meromorphen Funktionen auf X bildet einen Korper,
den sog. Funktionenkorper von X.

Beweis. Dies folgt aus der analogen Aussage fiir Gebiete (Lemma 2.5.5) und der Tatsache, dass meromor-
phe Funktionen (d.h. holomorphe Abbildungen X — P1) lokal definiert werden kénnen, d.h. fiir eine offene
Uberdeckung von X = \U; U; ist es dquivalent eine holomorphe Abbildung f : X — P! zu definieren, oder
holomorphe Abbildungen f; : U; — P! zu definieren, die auf U; N U; iibereinstimmen.

Waéhlen wir die U; klein genug, so dass sie jeweils via einer Karte ¢; : U; — V; hombomorph zu einem Gebiet
V; € C sind. Fir f,g € M(X) definieren wir h; := (f + g)|u, als die eindeutige stetige Abbildung, so dass
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hiow; ! : Vi — P! die Summe von f|p, o ;' : V; — P! (aufgefasst als meromorphe Funktion auf dem Gebiet
Vi) und g|u, o ¢ ! ist. Dies definiert eine Addition und analog auch Multiplikation. Falls f # 0, so ist f lu, #0
wegen dem Identitéitssatz (Theorem 3.1.9(i)) und damit existiert wiederum analog zum obigen eine eindeutige
holomorphe Abbildung (1/f)|y, und damit 1/f € M(X). O

Lemma 3.1.12. Es gilt
M(P') = C(2),
der Kdrper der sog. rationalen Funktionen, d.h. der Quotientenkdrper von Clz]. Unter dieser Bijektion wird

idp: auf z abgebildet.

Beweis. Sei f =3 j_,arz" € C[z]. Es definiert eine holomorphe Abbildung f : C — U; = C C P'. (In obiger
Notation.) Um zu sehen, dass sie sich zu einer (eindeutigen) holomorphen Abbildung P* — P! fortsetzt, kann
man z.B. den Riemannschen Hebbarkeitssatz (Theorem 3.1.9(iii)) anwenden: wir miissen priifen, dass f|p1\ {o0}
in einer Umgebung von oo beschriinkt ist. Aufgrund der Definition der Karten bedeutet dies: fiir |z| > R miissen
wir priifen, dass |f(z)| > R’ gilt. Dies ist eine elementare Tatsache der (reellen) Analysis.

Wir haben einen Ringhomomorphismus C[z] — M (P1) konstruiert, sie setzt sich auf eine eindeutige Abbil-
dung von Kérpern C(z) — M(P?!) fort, da M(P?!) ein Korper ist.

Sei umgekehrt f € M(P!) eine meromorphe Funktion, d.h. f : P! — P eine holomorphe Abbildung. Dann
ist S = f~!(c0) diskret (Identitiitssatz) und wegen der Kompaktheit von P! endlich, sagen wir S = {21,...,2,}.
Lokal in einer Karte um zj, gilt f(z) = Z;‘;fmk aj(z — 2zx)’. Die Funktion g(z) := Ej_:lfmk aj(z — z)7 ist eine
meromorphe Funktion auf P!, hat zj, als einzigen Pol und ist in C(z) enthalten. AuBierdem ist f — >, g eine
auf ganz P! holomorphe Funktion und damit nach dem Satz von Liouville (Theorem 3.1.9(vii)) konstant. [

Satz 3.1.13. Fiir eine elliptische Kurve X = C/A (Beispiel 3.1.7) gilt
M(X) = M(A) = C(x)[y]/y* — 42° — gox — g3,

wobei M(A) der Kirper der elliptischen Funktionen (bzgl. A) ist, go := 603 A\"* € C und g3 := 140" A6 ¢
C sind.

Beweis. Der Isomorphismus auf der rechten Seite ist eine Wiederholung von Theorem 2.5.19. Fiir den Isomor-
phismus links beachte

M(X) :={f : X — P! holomorph}
= {f : C — P! holomorph, f(z + \) = f(z) Vz € C,\ € A} nach (3.1.8)
= {f: C — P! meromorph, f(z + \) = f(z) Vz € C,\ € A} nach Lemma 3.1.10
= M(A).

Die letzte Identifikation benutzt, dass eine holomorphe Abbildung f : C — P! das gleiche ist wie eine mero-
morphe Funktion auf C (Lemma 3.1.10). O

3.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.2.1. Beweise die fehlenden Aussagen in Theorem 3.1.9.

Ubungsaufgabe 3.2.2. Seien X, Y Riemannsche Flichen und f : X — Y eine Abbildung. Zeige, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist holomorph,
(ii) es gibt eine offene Uberdeckung X = (JU; so dass die Einschréinkung f|y, : U; — Y holomorph ist,
(ili) es gibt eine offene Uberdeckung Y = (JV;, so dass f|;-1(v;) : f~1(V;) = V; holomorph ist.

Tipp: zeige zunéchst, dass die ersten beiden Aussagen dquivalent sind. Fiir die dritte Aussage betrachte die
offene Uberdeckung X = J, f~1(V;).
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Kapitel 4

Uberlagerungstheorie

Der Hauptsatz der Uberlagerungstheorie ist folgendes Theorem:

Theorem 4.0.1. Sei Y eine fizierte Riemannsche Fliche und M(Y') ihr Funktionenkérper. Die Zuordnung

{p: X =Y holomorph, eigentlich, nicht konstant} —{endliche Kérpererweiterungen L/M(Y)}
p: X=>Y)=@p : MY)—> MX))

ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Der Beweis dieses Theorems wird uns einige Zeit in Anspruch nehmen. Zun#chst geht es darum, die Begriffe
“eigentlich” und “p*” zu definieren. Spéter werden wir auch prézisieren, wie die obigen Mengen zu einer Kate-
gorie gemacht werden und was es heifit, eine Aquivalenz von Kategorien zu sein. Im Moment sei nur bemerkt,
dass der Beweis des Theorems insbesondere erfordert, dass wir fiir eine gegebene endliche Korpererweiterung
L/M(X) eine Riemannsche Flidche X und eine (eigentliche, holomorphe, nicht konstante) Abbildung p: X — Y
konstruieren miissen, so dass M(X) & L gilt.

Wir haben gesehen, dass jeder Riemannschen Flidche X der Funktionenkérper M(X) zugeordnet werden
kann. Fiir eine nichtkonstante holomorphe Abbildung p : X — Y koénnen wir die Abbildung

P MY) - M(X)
(a:Y =P s(aop: X = P

betrachten. (Da p # const ist p offen und damit auch a o p # oo, andernfalls wire al,(x) : p(X) — P!
konstant, aber p(X) ist auch offen in Y, d.h. a wire konstant nach dem Identitétssatz.) Es handelt sich um
einen Homomorphismus von Koérpern (die Summe a + @’ entspricht, lokal in einer Karte die biholomorph zu
einem Gebiet ist, der gewdhnlichen Summe meromorpher Funktionen; analog mit dem Produkt). Wie jeder
Homomorphismus zwischen Kérpern ist p* injektiv, d.h. M(X) wird vermége p* zu einer Kérpererweiterung

von M(Y).

Beispiel 4.0.2. Fiir eine elliptische Kurve X = C/A und Y = P! betrachten wir die Abbildung p : C/A — P1,
die durch die meromorphe Funktion p € M(X) = Hom(X,P!) gegeben ist. Sie liefert eine Kérpererweiterung

M(P) = C(x) = M(C/N),
T .

Definition 4.0.3. Eine Abbildung p : X — Y zwischen Riemannschen Flichen (allgemeiner zwischen lokal
kompakten Hausdorff-Riumen) heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C Y auch p~1(K) kom-
pakt ist. (Vergleiche dies damit, dass fiir eine stetige Abbildung p(kompakte Teilmenge von X) stets kompakt
ist.)

Beispiel 4.0.4. Falls X kompakt ist, ist jede stetige Abbildung p : X — Y eigentlich: K C Y kompakt ist
automatisch abgeschlossen, jede offene Uberdeckung von p~*(K) ist von der Form p~!(K) = {J,(U; N p~1(K))
mit U; C X offen. Es gilt dann X = X \ p~}(K) U, U;. Wegen der Kompaktheit von X gibt es eine hiervon
eine endliche Teiliiberdeckung von X und daher auch eine von p~!(K).

Jede eigentliche Abbildung (zwischen lokal kompakten Hausdorff-Rdumen) ist abgeschlossen, d.h. Bilder
abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen: dies folgt aus der Tatsache, dass A C X abgeschlossen ist genau
dann, wenn A N K kompakt ist fiir alle Kompakta K C X; verwende dann p(A) N K = p(ANp~1(K)).

Die Inklusionen C\ {0} — C oder auch U;(0) — C sind demnach nicht eigentlich.

43



44 KAPITEL 4. UBERLAGERUNGSTHEORIE

Lemma 4.0.5. Seip: X — Y eine holomorphe, eigentliche, nicht konstante Abbildung zwischen Riemannschen
Fldchen.
Dann ist p surjektiv und die Fasern p~(y) sind endliche Mengen fiir alle y € Y.

Beweis. Da Y zusammenhéngend, p(X) offen (p nicht konstant, Theorem 3.1.9(iv)), andererseits aber auch
abgeschlossen ist (da p eigentlich), muss p(X) =Y sein.

AuBerdem ist fiir jedes y € Y das Urbild p~!(y) diskret (Identitéitssatz) und kompakt (da p eigentlich ist),
und damit endlich. O

Definition 4.0.6. Sei p : X — Y holomorph und nicht konstant. Nach Theorem 3.1.9(ii) gibt es fiir jedes
z € X ein eindeutig bestimmtes m > 1, so dass p lokal um x biholomorph zu einer Abbildung der Form z +— 2™
ist. Wir schreiben ord,p := m fiir diese Zahl. Die Zahl ord;p — 1 heiflit Verzweigungsindez von p in z.

Die Punkte in

A:={z e X, ord,p > 1}

heiflen Verzweigungspunkte von p. Man nennt p unverzweigt, falls A = ().
Die Teilmenge B := p(A) heiit Menge der kritischen Werte von p.

Bemerkung 4.0.7. Falls p eine holomorphe Funktion zwischen offenen Teilmengen von C ist, stimmt der soeben
definierte Verzweigungsindex mit der Ordnung (Definition 2.5.6) offensichtlich iiberein: fiir p(z) = 2™h(z) mit
h holomorph, h(0) # 0 ist m die kleinste Zahl so dass f(™)(0) # 0. Dies trifft auch fiir eine Abbildung zu, die
biholomorph zu 2™ ist, da nach Satz 2.3.5 fiir biholomorphe Abbildungen ¢ gilt: ¢’(0) = ¢V (0) # 0.

Beispiel 4.0.8. e Der Verzweigungsindex von p bei x ist 0 genau dann, wenn p in einer Umgebung von
x € X injektiv ist oder auch genau dann, wenn p in einer Umgebung bijektiv ist. Dies folgt sofort aus den
Definitionen.

e p: C — C,z+— z™ hat genau einen Verzweigungspunkt, némlich 0 (es gibt keine Umgebung von 0 auf
der p injektiv ist).

e Allgemeiner ist fiir jede holomorphe Abbildung p : X — Y die Menge A C X der Verzweigungspunkte
eine diskrete Teilmenge, denn z + z* ist nur in 0 verzweigt, in allen anderen Punkten jedoch unverzweigt.

e Sowohl exp : C — C* (welches auch isomorph zur Projektion C — C/2miZ, siehe Beispiel 2.1.4, ist) als
auch C — C/A (vgl. Notation 2.5.16) sind unverzweigt: in beiden Féllen hat jedes z € C eine Umgebung,
auf der die Abbildung injektiv ist.

Definition 4.0.9. Eine stetige Abbildung p : X — Y von topologischen Réumen heifit Uberlagerung, wenn
sie surjektiv ist und wenn jedes y € Y eine offene Umgebung V hat, so dass fiir die Zerlegung p~1(V) =
| l;c; Ui in Zusammenhangskomponenten gilt: p|y, : U; — V ist ein Homdomorphismus. Eine solches V' heif}t
Fundamentalumgebung.

Beispiel 4.0.10. Die Abbildungen exp : C — C*, C — C/A (A wie in Notation 2.5.16), R — R/Z(= St
sind Uberlagerungen. Die Abbildung C — C, p, : z +— 2" fiir n > 2 ist keine Uberlagerung, da 0 keine
Fundamentalumgebung hat (p~'(U(0)) = U y(0) ist zusammenhiingend, aber p ist auf U /(0) nicht injektiv,

also kein Homoomorphismus). Jedoch ist p,|cx eine Uberlagerung.

Letzteres Beispiel ist in gewisser Weise prototypisch: eine eigentliche nicht-konstante Abbildung p: X — Y
von Riemannschen Flichen ist nicht notwendig eine Uberlagerung, aber es gibt eine offene dichte Teilmenge Y,
wo die Einschrankung von p eine Uberlagerung ist:

Satz 4.0.11. Seip: X — Y eigentlich, nicht konstant, holomorph, X und Y Riemannsche Flichen. Dann ist
die Restriktion

p:X =X\p Y(B)—=Y :=Y\B

eine Uberlagerung. Fiir y € Y' hat p'~'(y) genau n Elemente, wobei n € N unabhingig von y ist. (Man nennt
n auch die Blitterzahl von p', siehe Folgerung 4.1.14.) Allgemeiner wird jeder Wert y € Y mit Vielfachheiten
gezihlt n Mal angenommen, d.h.

n= Z ord,p.

z€p~1(y)

(Die Summe ist endlich nach Lemma 4.0.5.)
Die Zahl n heifit auch Grad von p, Notation deg p.
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Beweis. Fixiere y € Y. Wir werden zeigen, dass es eine offene Umgebung V' > y gibt, so dass die Zahl n,
fiir 4/ € V nicht von y' abhiingt. Falls y € Y’ := Y \ p(A) ist, wird p|,-1v) : p~(V) — V auBerdem eine
Uberlagerung sein.

Sei p~Y(y) = {z1,...,2,} mit paarweise verschiedenen z;. Es gibt offene Umgebungen U, > x; und V; > y so
dass p\Ui/ : U! — V! isomorph zu z — 2°7de;P igt. Durch Verkleinern (da X Hausdorff ist!) konnen wir annehmen,
dass die U/ disjunkt sind. Dann ist U’ := | |U] eine offene Umgebung von p~*(y).

Sei V :=Y \ p(X \ U). Dies ist offen in Y, da p abgeschlossen ist. (Dies ist das entscheidende Argument.)
AuBerdem gilt p~1(y) C p~1(V) C U'. Setze U, := U/ N p~*(V). Dann ist p|y, : U; — V nach wie vor isomorph
zur Abbildung z s 2°7d=iP,

Fallsy € Y’ soist ord,, p =1, damit ist p auf jeder Zusammenhangskomponente von p~1(V') ein Homsomorphismus |
d.h. p’ ist in der Tat eine Uberlagerung.

Die zweite Behauptung folgt auch sofort, denn fiir p, : z — 2* ist k = ordgpy, auch die Anzahl der Urbild-
punkte p~!(w) fiir w # 0. O

4.1 Topologie von Uberlagerungen

Um Theorem 4.0.1 zu beweisen, benotigen wir genauere Informationen iiber topologische Eigenschaften von sog.
Uberlagerungen. Wir folgen hierbei [May99]. Der Grund fiir diesen Exkurs ist Satz 4.0.11: fiir eine eigentliche,
nicht konstante holomorphe Abbildung p : X — Y ist die Einschrankung pl|,-1(y/) : p~1(Y’) = Y fiir eine
geeignete offene dichte Teilmenge Y’ C Y eine Uberlagerung.

Definition 4.1.1. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdingend, wenn in jeder Umgebung
U > x eines beliebigen Punktes © € X eine weitere Umgebung V' > x enthalten ist, die wegzusammenhéngend
ist.

Notation 4.1.2. In diesem Abschnitt seien alle topologischen Riume zusammenhéngend und lokal wegzusam-
menhéingend und alle Abbildungen stetig. (Wir werden spiiter den holomorphe Abbildungen zwischen Riemann-
schen Fliachen betrachten, diese erfiillen diese Bedingungen.)

Wir beginnen nun das topologische Studium von Uberlagerungen. Unser Ziel fiir die Anwendung auf Rie-
mannsche Flichen ist die Klassifikation von Uberlagerungen von D* = {0 < |z| < 1} (Beispiel 4.1.22): es
sind gerade exp : {Rz < 0} — D> und p; : DX — DX,z — 2*. Hieraus folgt auch die Erkenntnis, dass wir
die eigentlichen Uberlagerungen p;, auf D fortsetzen konnen was wir zur Konstruktion von X mit gegebenem
Funktionenkorper entscheidend nutzen werden.

Satz 4.1.3. Seip: E — B eine Uberlagerung, b€ B, e € Fy, :== p~'(b) C E.

(i) Wege in B kénnen eindeutig zu Wegen in E angehoben werden, wenn der Anfangspunkt der Anhebung
vorgegeben ist. D.h., folgendes kommutatives Diagramm hat genau einen Lift, d.h. genau eine diagonale
Abbildung 4, so dass beide Hilften des Diagramms kommutativ sind:

B,

—>

D:M—tq

—,

(i) Die Anhebung von homotopen Wegen v ~ ~' (mit Anfangspunkt b) haben homotope Anhebungen 4 ~ 4’
(mit Anfangspunkt e). Insbesondere ist (1) = 4'(1).

Beweis. (i): da I kompakt ist, gibt es endlich viele Fundamentalumgebungen Uy, ...,U,, die vy iiberdecken.
Induktiv setzt man die begonnene Anhebung fort: wenn die Anhebung bis zu Ug_; (im Bild k¥ = 3) konstruiert
ist, sei Vj; die eindeutige Zusammenhangskomponente von p~1(Uy), die das bisherige Ende der Anhebung trifft.
Sei ¢ das Inverse von p auf dieser Komponente. Dann setzt man 4 als ¢ o« fort:
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(ii): Sei h : I x I — B eine Homotopie zwischen v und «'. Analog zum vorigen Argument erhilt man eine
eindeutige Anhebung fz, indem man I x I durch f~!(V) iiberdeckt, wobei die V eine Fundamentalumgebung
fiir p bilden:

*> E

-l

Die Komposition h o ¢ ist v U~'. Wegen der Eindeutigkeit in (ii) ist hou= 4 U4 Aus dem gleichen Grund
ist die Restriktion von h auf {i} x I, i = 0,1, welches eine Anhebung des konstanten Weges h({z} I ={~()}
ist, der konstante Weg, d.h. Anfangs- und Endpunkt werden durch A festgehalten. Also ist h eine Homotopie
zwischen 4 und 4. O

h

Ix{0,1} - I><I

Definition 4.1.4. Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse ob(C) von Objekten sowie einer Menge Home (X, Y)
von Morphismen fiir je zwei Objekte X,Y € ob(C) sowie einer Komposition

Home (X, Y) x Home (Y, Z) — Home (X, Z), (f,9) — go f,
(Kurzschreibweise f: X — Y fir f € Home(X,Y).) Es muss gelten:
1. Fiir jedes Objekt X gibt es einen Identititsmorphismus idx € Home (X, X) so dass gilt ido f = f fiir alle
f € Home (Y, X), foid fiir alle f € Home(X,Y).
2. Die Komposition ist assoziativ: fo (goh) = (fog)oh fir X by Sz hw

Ein Funktor F : C — D zwischen zwei Kategorien ist eine Abbildung F' : ob(C) — ob(D) sowie fiir alle
X,Y € ob(C) eine Abbildung
F :Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)),

die folgenden Bedingungen geniigt:
1. F ist mit der Komposition vertriglich, d.h. fiir alle f € Home(X,Y), g € Home(Y, Z) gilt
Fgo f) = F(g) o F(f).
2. F bewahrt Identitdtsmorphismen, d.h. fiir alle X € ob(C) gilt
F(idx) = idpx).-
Definition 4.1.5. Ein Gruppoid ist eine Kategorie X', in der alle Morphismen Isomorphismen sind. Fiir ein
Objekt € X schreiben wir (X, z) := Homy (z, z). (Dies ist nach Definition eine Gruppe.)

Beispiel 4.1.6. Eine Monoid N liefert eine Kategorie, der genau ein Objekt * hat mit Hom(x,*) = N, Ver-
kniipfung gegeben durch die Verkniipfung in N. Diese Kategorie ist ein Gruppoid genau dann, wenn N eine
Gruppe ist. Salopp kann man also sagen, dass ein Gruppoid eine Gruppe mit mehreren Objekten ist.

Definition 4.1.7. Der Fundamentalgruppoid TI(X) eines topologischen Raumes X ist die Kategorie deren
Objekte die Punkte in X sind mit Morphismen

Hompyx)(z,y) = {Homotopieklassen von Wegen von x nach y},

und Verkniipfung gegeben durch Komposition von Homotopieklassen von Wegen. (Diese wurde in Ubungsaufgabe 2.7.8.
im Kontext der Fundamentalgruppe betrachtet.)
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Definition 4.1.8. Fiir einen Gruppoiden X und ein Objekt z € X ist der Stern definiert als die Menge
St(x) := {Morphismen x — y mit y € ob(X’) beliebig}.

Ein Gruppoid ist zusammenhingend, wenn alle Objekte 2 € X isomorph zueinander sind. Eine Uberlagerung von
Gruppoiden p : € — B ist ein Funktor zwischen zusammenhingenden Gruppoiden der auf Objekten surjektiv
ist und so dass fiir alle Objekte e € £

p: St(e) = St(p(e))
bijektiv ist.

Beispiel 4.1.9. Folgende Ubersicht vergleicht die obigen Konzepte fiir topologische Riume und Gruppoide:

topologischer Raum Gruppoid
E — II(E)
Homotopieklassen von Wegen mit Anfangspunkt e = Str(e)(e)
p:E—B — ps : H(E) = II(B)

p Uberlagerung Satz 113 p. Uberlagerung von Gruppoiden
m(F,e) = Hompx (z,z) =: n(II(X), z)
E zusammenhéngend & II(E) zusammenhéngend

Definition 4.1.10. Sei G eine Gruppe. Eine Menge mit G-Wirkung oder auch G-Menge ist eine Menge X
zusammen mit einer Abbildung
GxX— X, (g9,2) — gz,

die folgende Bedingungen erfiillt: g(hz) = (gh)z fiir g, h € G, ex = z. (Aquivalent hierzu: die Abbildung definiert
einen Gruppenhomomorphismus G — Aut(X).) Eine Abbildung von G-Mengen ist eine Abbildung f: X — Y
mit f(gx) = gf(x) fir alle g € G. Wir bezeichnen diese Menge mit Homg (X, Y).

Die Isotropiegruppe von x € X ist definiert als

Gy :={9€ G, gz =1z}
(Man sieht sofort, dass es eine Untergruppe von G ist.)

Lemma 4.1.11. Seip: £ — B eine Uberlagerung von Gruppoiden. Fir fiziertes b € B ist F := p~'(b) C ob(&)
eine Menge mit einer Wirkung von G := 7(B,b) und es besteht ein Isomorphismus von G-Mengen

G/p(n(E,e)) —> Fy.
Insbesondere, falls p eine universelle Uberlagerung ist, gilt
G = F. (4.1.12)
Die analogen Aussagen fiir Uberlagerungen topologischer Riume gelten ebenfalls.

Beispiel 4.1.13. Fiir die Uberlagerung R — S*:
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Beweis. Fiir g € n(B,b) C St(b) und e € F;, definiere ge als das eindeutige Element welches unter der Bijektion
St(e) 25 St(b)

auf g abgebildet wird. Man priift sofort, dass dies eine Gruppenwirkung ist.

Die Wirkung ist transitiv, d.h. fiir je zwei e,e’ € Fy gibt es ¢ € G mit ge = €’: es gibt nimlich, da &
zusammenhéngt, einen (Iso-)Morphismus e 2 ¢ in &, dieser wird unter p auf ein g € G abgebildet, es folgt
ge=¢.

Es gilt ge = e fiir e € F}, genau dann, wenn g = p(h), h € 7(€, e). Mit anderen Worten: die Isotropiegruppe
von e € Fy, ist gerade p(w(€,¢))(C G).

Wir erhalten einen Isomorphismus von G-Mengen:

G/p(n(E,€)) —Fy
g —ge.

O

Folgerung 4.1.14. Fir eine Uberlagerung p : £ — B sind die Fasern Fy fiir alle b € B zueinander bijektiv.
Man nennt die Anzahl der Elemente von Fy, auch die Blétterzahl von p. (Falls n := 4F, endlich ist, nennt man
p auch eine n-blittrige Uberlagerung. )

Beweis. Es gibt nach Definition einen (Iso-)Morphismus b L5V Fire € Fy gibt es eine eindeutige Anhebung 4
mit Anfangspunkt e. Sein Endpunkt sei ¢’. Definiere eine Abbildung F, — F,s durch e — ¢’. Konstruiere analog
Fy — F}, mittels v~!. Die beiden Kompositionen dieser Abbildungen sind Anhebungen von id; bzw. idy, d.h.
sie miissen aus Eindeutigkeitsgriinden idp, bzw. idr,, sein. O]

Satz 4.1.15. (Liftungseigenschaft von Gruppoiden) Betrachte folgendes kommutative Diagramm, wobei p eine
Uberlagerung ist und X ein zusammenhdngender Gruppoid:

{*}Lzlg

o )

—— B.

Dann gibt es eine Anhebung f genau dann, wenn
f(m(X,x0)) C p(n(€, €0))
(Inklusion von Teilmengen von w(B,by), bo = p(eo)) gilt. In diesem Fall ist die Anhebung f eindeutig.

Beweis. Die Bedingung ist sicher notwendig. Sei € X ein Objekt. Um f(z) zu definieren, wiihle einen (Iso-

)Morphismus « : g — z in X. Betrachte folgendes Diagramm, wobei & das eindeutige Element in St(eq) L
St(p(eg)) = St(bo) ist:

Wenn f existiert, muss f(a) gerade & sein. Um zu zeigen, dass f(z) := e nicht von der Wahl von « abhéingt (und
damit ein wohldefinierter Funktor ist), sei o/ : 9 — x ein anderer Morphismus. Dann ist o~ o o/ € 7(X, z0),
also f(a)"to f(o/) = f(a™t o) = p(pB) fiir ein B € (€, o). Hieraus folgt

plao f) = fla)op(B) = f(a) o f(a)~' o f(a') = f(a).

Also ist & o 8 das eindeutige Element &’ von St(ep) mit p(&') = f(a). Das Ziel dieses Morphismus ist auch das
Ziel von &, was zu zeigen war. O
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Satz 4.1.16. Betrachte folgendes kommutative Diagramm

(x} ——E

X B
o p

x B,

wobei p eine Uberlagerunyg. (X wie jeder Raum per Konvention zusammenhingend, lokal wegzusammenhdngend.)
Es gibt eine Abbildung f genau dann wenn

fe(m1(X, 20)) C pu(m1(E, €0)).

In diesem Fall istf eindeutig.
Zum Beispiel ist dies fir alle p erfillt, wenn X einfach zusammenhdngend ist. In diesem Fall heifit p eine
universelle Uberlagerung.

Beweis. Wir wenden IT auf das Diagramm an und erhalten eine Uberlagerung von Gruppoiden: II(p) : II(E) —
II(B). Nach Satz 4.1.15 gibt es (genau) eine Anhebung II(X) — II(E), wenn die vorausgesetzte Bedingung gilt.
Wir miissen zeigen, dass die Abbildung f : X — E, die dies auf Objekten definiert, eine stetige Abbildung ist.

Sei hierzu € X, f(z) € U, U C E offen. Es gibt dann f(z) € U’ C U (offen) so dass p U’ homdomorph
auf eine offene Teilmenge V' C B abbildet. Sei W 3 z eine wegzusammenhéingende Umgebung mit f(W) C V
(existiert, da X lokal wegzusammenhiingend ist). Dann gilt f(W) C U’, wie man anhand der Definition von

f sieht: jeder Punkt 2/ € W ist durch einen Weg z - 2/ mit = verbunden. f (7) ist der eindeutige Weg, der
f(y) C V anhebt. O
Lemma 4.1.17. Falls

eI e (4.1.18)

N A

ein kommutatives Diagramm von Gruppoiden ist und p, p’ Uberlagerungen sind, so ist auch f eine Uberlagerung.
Die analoge Aussage gilt fiir Uberlagerungen topologischer Rdiume.

Beweis. Wir zeigen erst die Aussage fiir Gruppoide. Fiir e € £ ist

Ste:(f(e))

Stg
\ V
StB

f als Komposition zweier Bijektionen eine Bijektion. f ist surjektiv auf Objekten: sei ¢’ € £'. Wihle e € £ mit
p(e) = p/(¢/). Da & zusammenhiingt, gibt es einen Pfeil f(e) = ¢/. Wegen der eben gezeigten Bijektion gibt es
einen (eindeutigen) Morphismus e — €, der unter f auf o abbildet. Insbesondere ist f(€) = €.

Fiir topologische Ridume folgt die Surjektivitit von f aus der von II(f), die eben gezeigt wurde. Sei ¢’ € E’
ein Punkt, b := p/(b) und V' > b eine Fundamentalumgebung fiir p und p’. Dann ist die Wegzusammenhangs-
komponente von p'~1(V), die ¢/ enthélt, eine Fundamentalumgebung von e’. Also ist f eine Uberlagerung. [

Folgerung 4.1.19. Seienp: & — B und p' : & — B Uberlagerungen von Gruppoiden. Fiziere e, €' die beide
auf b € B abbilden. Es gibt eine Abbildung f, die (4.1.18) kommutativ macht und f(e) = €' erfillt, genau dann,
wenn
p(m(€,e)) Cp'(m(E',€))
gilt. In diesem Fall ist f eindeutig.
Insbesondere stimmen zwei solche Abbildungen f und f iberein, wenn fle)= f(e).
Die analoge Aussage fiir Uberlagerungen topologischer Riume gilt ebenfalls.

Satz 4.1.20. Seien p : £ — B und p' : & — B Uberlagerungen von Gruppoiden. Sei b € B fiziert und setze
G :=w(B,b). Dann gibt es eine Bijektion
Homg(&, &) —Home (Fy, F})
[ f|Fb'

Hierbei ist Hompg (&, &) die Menge von kommutativen Dreiecken wie in Lemma 4.1.17. Wie oben ist Fy, = p~1(b)
und Homg bezeichnet die Abl.)‘ildungen von G-Mengen.
Die analoge Aussage fiir Uberlagerungen von topologischen Rdumen gilt ebenfalls.
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Beweis. Wihle e ¥ b, sei ¢/ := a(e) und beachte die G-fiquivarianten Isomorphismen (Lemma 4.1.11):
Fy=G/p(n(€,¢)), Fy = G/p'(€,¢)).

Wir erhalten daher Bijektionen

Home (Fy, F}) = Homa(G/p(x(€,¢)), G/p (n(', ) = d T PE.€) Cp(€.e)

Die Behauptung folgt dann sofort aus Folgerung 4.1.19. O

Folgerung 4.1.21. Sei p : £ — B eine Uberlagerung von Gruppoiden, wihle e B b, Sei G = w(B,b), H :=
p(m(€,e)).

(i) Falls H C G ein Normalteiler ist, so gilt Autg(£) = G/H.

(i1) Insbesondere, falls H trivial ist, gilt Autg(€) = G.

Die analoge Aussage fiir topologische Riume gilt wiederum. Insbesondere: falls E eine sog. universelle Uberlagerung]]
ist, d.h. falls einfach zusammenhdngend ist, gilt

m1(B,b) = Autp(E).
Die Gruppe Autp(E) heifit auch Gruppe der Decktransformationen von p.
Beweis. Dies folgt aus Satz 4.1.20 wegen F, = G/H (Lemma 4.1.11). O

Fiir unser spiteres Studium der Uberlagerungen Riemannscher Flichen wird folgendes Beispiel wichtig sein:

Beispiel 4.1.22. Es gilt m;(C*) = Z. )
Eine Uberlagerung p : E' — C* ist p entweder homdomorph zur universellen Uberlagerung oder homéomorph
zur Uberlagerung p,, : C* = C*, z — 2" fiir n € N>9, d.h. es gibt einen Homdomorphismus ¢ mit

E—— v :={zeC,R(2) <0} oder E C*

o

p p
exp Pn
Cx Cx.

Wortwértlich die gleichen Aussagen gelten fiir D* := {z € C,0 < |z| < 1} anstelle von C*.

R{6

Beweis. Betrachte die Uberlagerung exp : C — C*. Sie ist universell, da C konvex und damit einfach zusam-
menhéngend sind. Es gibt einen Isomorphismus

71 (C*,1) = exp (1) = 2miZ

nach (4.1.12).

Fiir jede Uberlagerung p : E — C* ist p(m(E)) C m1(C*) = Z eine Untergruppe, sagen wir nZ, mit n > 0.
Nach Lemma 4.1.11 ist p~1(1) =2 Z/nZ.

Andererseits gilt das gleiche auch fiir exp (im Fall n = 0) bzw. p, (fir n > 0). Die Fasern beider
Uberlagerungen sind also (jeweils im betreffenden Fall) als Z-Mengen isomorph, daher sind auch die Uberlagerungenl
nach Satz 4.1.20 isomorph.

Das Argument fiir D* ist analog, mit exp : {z € C,R(2) < 0} — D* als universeller Uberlagerung. O

Bemerkung 4.1.23. Wir haben uns etwas Arbeit erspart, da wir die Uberlagerungen von C* bereits explizit
konstruiert haben.

Man kann allgemeiner folgende Charakterisierung von Uberlagerungen zeigen, siehe [May99, §I1.6, I1.7, 11.8].
(Wir haben gezeigt, dass fiir jede Uberlagerung p : E — B die Faser F}, eine G-Menge mit transitiver G-
Wirkung ist. Es bleibt daher im Wesentlichen die Aufgabe, fiir eine transitive G-Menge F' eine Uberlagerung
zu konstruieren, deren Faser in b gerade F' ist. Man zeigt hierzu zunichst, dass es (unter milden Annahmen
an B) stets eine universelle Uberlagerung B gibt, diese korrespondiert zur G-Menge F' = G. AnschlieBend, fiir
F = G/H, H eine Untergruppe von G, konstruiert man die gesuchte Uberlagerung im wesentlichen mittels
E:=B/H.)

Satz 4.1.24. Sei B ein topologischer Raum (wie immer hier zusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend )|
und b € B. Sei G := 71(B,b). Dann gibt es eine Aquivalenz von Kategorien

{ Uberlagerungen von B} —{G-Mengen mit transitiver G- Wirkung}
(p: E— B)—F,:=p *(b).
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4.2 TUberlagerungen Riemannscher Flichen

Wir wollen die obigen rein topologischen Aussagen auf Riemannsche Flichen anwenden. Hierzu ist folgende
Tatsache wichtig:

Lemma 4.2.1. Seien X,Y, 7 Riemannsche Flichen und p eine holomorphe Uberlagerung (d.h. eine holomorphe
Abbildung, die auflerdem eine Uberlagerung im Sinne von Definition 4.0.9 ist) und f holomorph. Dann ist jede

Anhebungf ebenfalls holomorph:
P
!

Z ——Y.

Beweis. Seien z EASRE: y Punkte. Seien V 3 y und U 3> 2 Umgebungen, so dass p|y : U — V hom&omorph ist
und wegen Theorem 3.1.9(v) sogar biholomorph ist. Also ist f|;-1(y) = p~ 1o f ebenfalls holomorph. O

Folgerung 4.2.2. Zwei elliptische Kurven X = C/A und X' = C/A’ sind biholomorph genau dann, wenn es
ein r € C* gibt mit

rA=A.
Bemerkung 4.2.3. Beachte, dass jede elliptische Kurve homéomorph zu S* x S? ist, d.h. alle elliptischen Kurven
sind zueinander homéomorph. Homdomorph zu sein ist also eine wesentlich schwichere Bedingung als biholo-
morph zu sein. Eine Variante des folgenden Arguments wird in Ubungsaufgabe 4.3.1 benutzt.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der folgenden priziseren Aussage:
Hom(C/A,C/N) = {f([z]) = [rz +a],r € C,a € C,rA C A'},

hierbei bedeutet [z] das Bild von z € C in C/A usw.
Im Liftungsdiagramm

I
C/A —25C/N

gibt es nach Satz 4.1.16 eine stetige Anhebung ¢. Diese ist nach Lemma 4.2.1 sogar holomorph. Fiir A € A ist
z = @(z 4+ A) — @(z) eine stetige Abbildung C — A’, d.h. konstant. Insbesondere ist
Glz+A+h)—@(z+ ) @(z+h) —@(z)

h h ’

d.h. ¢’ ist A-periodisch (und holomorph), also nach Liouville (Ubungsaufgabe 2.7.7) konstant, d.h. ¢ ist linear.
O

Als ersten Schritt im Beweis von Theorem 4.0.1 wollen wir zeigen, dass M (X)/M(Y') eine endliche Kérpererweiterunglj
ist. Hierzu benutzen wir elementarsymmetrische Funktionen

31:Zti782:Ztitj7~~~75n:Hti~ (424)
,] i

Es ist bekannt (wird aber im folgenden nicht gebraucht), dass jede symmetrische Funktion in ¢4,...,t, ein
Polynom in den s; ist, d.h.
Zlty, ...ty =Z[s1,...,sn]

Notation 4.2.5. Sei im folgenden p : X — Y eine eigentliche, nicht konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flachen.

Definition 4.2.6. Sei p eine (eigentliche) n-blittrige Uberlagerung (d.h. n ist die Anzahl der Elemente in ir-
gendeiner Faser von p, siehe Folgerung 4.1.14). Ausnahmsweise fordern wir hier nicht, dass X zusammenhéingend
ist (sondern nur dass die Zusammenhangskomponenten von X Riemannsche Flidchen sind.)

Sei f € M(X). Die elementarsymmetrischen Funktionen von f beziiglich p sind folgende ¢y, ..., ¢, € M(Y):
fiir jedes y € Y gibt es eine Fundamentalumgebung y € V C Y, d.h. p ist auf den Zusammenhangskomponenten
U; von p~1(V') ein Homdomorphismus. Sei 7; : V' — U; die Umkehrabbildung und setze f; := 7 f € M(U;). Sei

Cy = (_1)Vsu(flv ceey fn)7 € M(V)

Fiir verschiedene V' verkleben sie sich zu ¢, € M(Y).
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Bemerkung 4.2.7. In der obigen Situation gilt dann

[[T-£)=T"+aT" " + -+ e € MY)T].

v=1

Lemma 4.2.8. Seip: X — Y eigentlich, degp = n. Sei B C X eine diskrete Teilmenge, die die kritischen
Werte von p enthilt. Sei A = p~Y(B), X' :== X \ A, Y' =Y \ B. (Nach Satz /.0.11 ist p' = p|x/ dann eine
n-blittrige Uberlagerunyg.)

Sei f € O(X') (oder f € M(X")) und c1,...,¢c, € OY") (bzw. € M(Y')) seine elementarsymmetrischen
Funktionen.

Dann lisst sich f holomorph (oder meromorph) auf X fortsetzen genau dann, wenn die ¢; sich holo- bzw.
meromorph auf'Y fortsetzen lassen.

Beweis. Die meromorphe Aussage folgt aus der holomorphen, da die elementarsymmetrischen Funktionen &
on f = z°f gerade & = zF¢; sind und f (analog mit ¢x) meromorph ist, wenn (lokal um 0) z* f holomorph ist.
Sei b€ B, p~1(b) = {ai,...,a,}. Fiir die holomorphe Aussage ist nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
zu zeigen: f ist in einer Umgebung von a; beschrinkt genau dann, wenn die ¢; in einer Umgebung von b
beschrinkt sind. In der Tat: < folgt direkt aus der Definition (4.2.4). = folgt daraus, dass fir ¢ € X', y =
p(z) €Y
f@)" +er() fy)" '+ ealy) = 0.

Lemma 4.2.9. Seip: X — Y eigentlich, degp = n.

(i) Sei f € M(X) und c1,...,¢n € M(Y) ihre elementarsymmetrischen Funktionen. (definiert auf Y' in
Definition 4.2.6 und ausgedehnt auf Y in Lemma 4.2.8). Dann gilt

[+ @) "+ (pRen) = 0. (4.2.10)
Der Monomorphismus p* : M(Y) — M(X) ist eine algebraische Korpererweiterung vom Grad < n.

(ii) Wir nehmen an, dass es f € M(X) gibt, sowiey € Y, p~1(y) = {x1,..., 2.} so dass die f(x;) paarweise
verschieden sind. Dann gilt deg(M(X)/M(Y)) = n.

Bemerkung 4.2.11. Man kann zeigen, dass es eine Funktion f wie in (ii) stets gibt, dies erfordert jedoch mehr
Arbeit.

Beweis. (i): (4.2.10) folgt aus der Definition der ¢;. Wir betrachten folgenden Koérperturm, wobei f; € L so
gewiihlt ist, dass dimg K (fy) maximal ist. (Dies ist moglich, da diese Dimension nach (4.2.10) stets < n ist.)

algebraisch nach (4.2.10)

K(fo)
<n nach (4.2.10)
K :=p*M(Y)
M(Y)

Sei f € L ein weiteres Element. Nach dem Satz vom primitiven Element ist K(fo, f) = K(g) mit einem
geeigneten g € L. Aus Gradgriinden und der Maximalitéit von fy folgt K(g) = K(fo), d.h. f € K(fy), also
L = K(fo).

(ii): Wiire der Grad des Minimalpolynoms P von f m < n, dann kénnte f auf p~!(y) nur m verschiedene
Werte annehmen: P = Y1 a;T", a; € M(Y), P(f)(z) = >, a;(p(z))f(z)" = 0 fiir alle z € X, das Polynom
> ai(p(x))T € C[T] hat aber hochstens m Nullstellen. O
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Satz 4.2.12. Betrachte folgende Situation

X < X'

p lp'

B Y+—— Y :=Y\B

wobei Y, X' Riemannsche Flichen sind, B C'Y eine diskrete (insbes. abgeschlossene) Teilmenge und p' eine
eigentliche holomorphe Uberlagerung ist.

Dann gibt es eine Riemannsche Fliche X und eine eigentliche holomorphe Abbildung p : X — Y, so dass
obiges Diagramm kommutativ bleibt.

Beweis. Wir wihlen fir b € B Karten-Umgebungen b € V, 2% D c C, die keinen anderen Punkt aus B
enthalten. Sei V, := V4 \ {b}. Da p/ eigentlich ist, ist p’~' (V,*) endliche disjunkte Vereinigung von U, L- - -LIU,
(im Bild n = 2):

X
ubL

e
Jr

f

Yyt 7
° *® L,&E
Y, o DA

Ve

AuBlerdem ist p’ : Uy; — V,* eine eigentliche Uberlagerung, also nach Beispiel 4.1.22 und Lemma 4.2.1
biholomorph zu D* 28 DX p,(2) = 2*:

$b,i
bei f;/T D~

bl

V) —==D*.

(Die universelle Uberlagerung von D* ist nicht eigentlich und kann daher hier nicht auftreten.)
Setze

R !
X :=X'uy, o~ | |D,
byi
wobei die disjunkte Vereinigung iiber b € B und 7 wie oben lauft, die Verklebung verlduft mittels %_zl :D* —
Ugfi C X'. Die Abbildung py : Dy; — Dy (wobei k von b und ¢ abhéingt, s.0.) und p’ : X’ — Y verkleben sich
zu einer Abbildung
p: X =X"U, px| |[D—=Y=Y"U pxUD.
byi
Sie ist holomorph, da dies auf den offenen Teilmengen X’ und Dy, C X der Fall ist (Ubungsaufgabe 3.2.2).
Sie ist eigentlich, da die Einschriinkung auf die endlich vielen offenen Teilmengen X' und Dy ; eigentlich ist.

(Fiir einen topologischen Raum X = |J;_, U; (offene Uberdeckung) ist K C X kompakt genau dann, wenn die
K NU; alle kompakt sind.) O

Lemma 4.2.13. Sei O der Ring der Halme holomorpher Funktionen um 0 € C (Ubungsaufgabe 2.7.14). Sei
p(T)=T"+c1T" '+ 4, € OT]

ein Polynom mit gewissen Koeffizienten ¢; € O so dass p(0) = T" 4+ ¢1(0)T"! + .-+ + ¢,(0)(€ C[T]) eine
einfache Nullstelle w € C hat. Dann hat auch p eine Nullstelle f € O, d.h.

ffraf" 't te,=0€0.
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Daher: wenn p(T,0) nur einfache Nullstellen hat, dann ist dies auch fiir p(T') richtig, d.h. es gibt f1,..., fn €
O mit
p(T) = T[T - f).

i=1

Bemerkung 4.2.14. Das Lemma besagt gerade, dass der diskrete Bewertungsring (siche Ubungsaufgabe 2.7.14) O
ein Henselscher Ring ist. Insofern teilt er eine wichtige Eigenschaft mit diskreten vollstédndigen Bewertungsringen
wie dem Potenzreihenring C[[T] oder dem Ring Z, der p-adischen ganzen Zahlen.

Beweis. Die ¢; sind Keime von Funktionen auf einer Umgebung U von 0, sagen wir U = Ur(0) mit R > 0.
Schreibe F(z,w) := w™ + c1(2)w™ ! + -+ + ¢, (2), definiert auf (2,w) € Ug(0) x C. Fiir ¢ > 0 hat F auf
0 x Uc(wp) nur die Nullstelle (0, wy).

Daher gibt es 0 < r < R so dass F' auf U,.(0) x OU.(wo) keine Nullstelle hat. Fiir z € U,(0) ist

n(z) := ! de

B % BUé(wo) F(Z’w)

die Anzahl der Nullstellen auf z x Uc(wo) (Folgerung 2.5.12). Es gilt n(0) = 1 nach Voraussetzung. Als Funktion
in z ist n(z) stetig (|F(z,w)| > d > 0 auf Ugr(0) x OU,(wy), damit ist der Integrand beschrénkt und punktweise
stetig; aus dem Satz der majorisierten Konvergenz folgt die Stetigkeit des Integrals in Abh#ngigkeit von z).

Damit ist n(z) = 1 konstant.

Wir wenden den Residuensatz auf %u(f)”) an (dhnlich wie Folgerung 2.5.12, (2.5.14)): lokal ist F(w) =

(w — wo)™h(w) mit h # 0. Dann folgt

wky(w)  mw wh'(w) 0 wh!(w)
F(w) _wfwo—i— h(w) +w7w0 h(w)

Das Residuum von % ist also mwy.

Da wir bereits wissen, dass F' im Innern des Integrationsweges nur eine einzige, einfache Nullstelle hat,
besagt der Residuensatz, dass

f(z) = L wwdw,

27 Jouiwy)  Fl(z0)

die einzige Nullstelle von w — F(z,w) ist.
Auflerdem hingt der Integrand und damit nach Satz 2.1.16 auch f holomorph von z ab. O

Sei Y eine Riemannsche Flidche. Wir konstruieren nun fiir eine endliche Koérpererweiterung L/ M(Y') eine
holomorphe, eigentliche, nicht-konstante Abbildung p : X — Y, die auf den Funktionenkérpern gerade die
gegebene Erweiterung ist.

Hierzu verwenden wir den Begriff der Resultante und Diskriminante: sei K ein Korper, f = Z(;:O a,t’, g =
oo _obut” € K[t] Polynome vom Grad d bzw. e. Die Resultante von f und g ist definiert als folgende Determi-
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nante (der obere Block besteht aus e Zeilen, der untere aus d Zeilen)

ag ... aq O
0
RED=| 4
0
0 bo be

Dann gibt es folgende dquivalente Bedingungen:

(i) f und g haben einen gemeinsamen Teiler h mit degh > 1, d.h. f = hf, g = hg mit deg f < d, deg§ < e,
(i) es gibt 7, s € K[t] mit degr < e, degs < d mit rf + sg = 0 (néimlich 7 = §, s = f)

(iii) die Elemente f,zf,...,2¢"'f g,2g,...,2% g sind K-linear abhingig,

(iv) R(f,g)=0.

((ii) impliziert (i), denn in der Zerlegung g = [] ¢; in irreduzible Faktoren gilt entweder g;|r oder g;|f. Falls der
erstere Fall fiir alle 4 eintritt folgt g|r im Widerspruch zu degr < degg = e.)

Die Diskriminante A(f) := R(f, f’) ist also fiir ein irreduzibles Polynom f nicht 0: denn andernfalls hiitte
f und f’ einen Teiler h mit Grad > 1.

Satz 4.2.15. Flir jede Riemannsche Fliche Y und jede endliche Korpererweiterung L/M(Y) gibt es eine
holomorphe, eigentliche, nicht konstante Abbildung p: X — Y mit einem Isomorphismus

o~

L M(X)

%

(Y).

Beweis. Die Erweiterung L/K := M(Y) ist automatisch separabel und damit nach dem Satz von primitiven
Element von der Form
L =K]Jt]/P,

wobei P =T"+c¢;T" 1+ +¢, € K[t] ein irreduzibles Polynom ist. (Wir kénnen den Leitkoeffizienten durch
Division zu 1 machen. Ein solches Polynom heifit monisch.)

Sei A := A(P) € K die Diskriminante von P. Es gilt A # 0, da P irreduzibel ist. Sei B C Y eine diskrete
Teilmenge so dass die ¢; auf Y’ := Y \ B holomorph sind und so dass A(y) fiir y € Y’ nicht verschwindet,
d.h. P(y) und P’(y) keinen gemeinsamen Teiler in C[T] haben, d.h. die Nullstellen von P(y) sind alle einfache
Nullstellen.

Wir betrachten das Polynom P als Element von O(Y”)[T], d.h.

Py, T)=T"+c,T" '+ +c,.

Wir betrachten die kanonischen Projektionen (die Notation “F’” heifit hier Einschrinkung, ausnahmsweise nicht
Ableitung):

{wy,...,wy} H{z1,...,z,} {y}

T T

X' = {(y,w) €Y' x C, P(y,w) = 0} ——Y"

C

Wir zeigen, dass p’ eine Uberlagerung ist: fiir fixiertes y € Y’ hat P(y,T) nach Konstruktion n einfache
Nullstellen wy, ..., w, € C und daher gibt es nach Lemma 4.2.13 (n mal angewendet) eine Umgebung y € V' C
Y’, so dass sich die Nullstellen zu holomorphen Funktionen auf f, € O(V) fortsetzen, d.h.

n

P(T) = [[(T - £)-

v=1
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Damit gibt es einen Homdomorphismus p'~*(V) = ||, V, némlich V 3 y — f,(y).

Wir definieren eine komplexe Struktur auf X’ indem wir den lokalen Homdomorphismus p’ benutzen, d.h.
fiir eine Riemannsche Fliche Z ist eine Abbildung ¢ : X’ — Z in x; € X’ holomorph genau dann, wenn
Tip = ¢oT, : V — Z holomorph ist. Insbesondere ist damit die Projektion F’ : X' — C, F'(y,w) := w
holomorph, denn 7} F’ = f,, ist holomorph.

Nach Konstruktion sind die ¢y, ..., ¢, gerade die elementarsymmetrischen Funktionen von F’ beziiglich der
Uberlagerung p'.

Auflerdem ist X’ zusammenhiingend, also eine Riemannsche Fliche: wire X' = | |; X[, so wire pj := p'|x; :

X! — Y ebenfalls eine Uberlagerung. Dann wire F] := F'|x: € O(X]), es wiirde nach Lemma 4.2.9 ein eindeu-

tiges monisches irreduzibles Polynom Q; € M(Y)[T] mit Q;(F]) = 0 geben. Wiederholen wir die Konstruktion
der f, fiir die Uberlagerung pf, sind die resultierenden f; , fiir alle ¢ zusammengenommen gerade die f,, d.h.

Qi =I(T" - fi), also
P = HQi

im Widerspruch zur Irreduzibilitiat von P.
Nach Satz 4.2.12 gibt es eine Riemannsche Flidche X und eine eigentliche holomorphe Abbildung p: X — Y,
die p’ fortsetzt. AuBerdem lésst sich nach Lemma 4.2.8 f zu einer meromorphen Funktion F' € M(X) fortsetzen:

CLX’LY’

L,

Pl E _x_ P,y

Sie nimmt wie F fiir y € Y’ auf p~*(y) n verschiedene Werte an, denn diese Werte sind gerade die Nullstellen
von P(y,T), die nach Konstruktion alle einfach, insbesondere also verschieden sind.

Es gilt M(X) = L: nach Konstruktion gilt P(F’) = 0 (wobei P(F’) die Kurzschreibweise fiir (p*P)(F’)
ist, wobei p* : M(Y') = M(X’). Nach dem Identitéitssatz gilt also auch P(F) = 0. Wir erhalten also einen
Homomorphismus von Kérpern K[T]/P — M(X). Dieser ist automatisch injektiv. Die Voraussetzung von
Lemma 4.2.9(ii) sind erfiillt (die punktetrennende meromorphe Funktion ist F'), d.h. deg; M(X) = n =
degy (K[T]/P), d.h. die Abbildung ist auch surjektiv. O

Satz 4.2.16. Seienp: X — Z und q: Y — Z eigentliche holomorphe, nicht konstante Abbildungen. Sei C C Z
eine diskrete Teilmenge, Z' == Z\ C, X' = p71Z',Y' = ¢ 'Z'. Sei ferner f' : X' — Y’ eine holomorphe
Abbildung. Dann gibt es (genau) eine holomorphe Fortsetzung f von f', d.h. eine holomorphe Abbildung, die in
folgendes kommutative Diagramm passt:

~
-~

Xf—>Y

L)
N A

Beweis. Wir wollen den Hebbarkeitssatz (Theorem 3.1.9(iii)) anwenden. Hierfiir reicht es fir z € X \ X’
eine Umgebung U zu finden so dass f’ auf U \ {z} beschrinkt ist, d.h. in einer geeigneten Karte von Y
beschriinkt ist. Sei z := p(x). Wihle eine Fundamentalumgebung W > z, so dass W kompakt ist und in einer
Fundamentalumgebung enthalten ist. Sei U := p~}(W), V := ¢~ !}(W). Dann ist V unter ¢ homdomorph zu einer
endlichen disjunkten Vereinigung | |\, W, also auch kompakt. Insbesondere ist f(U\{z}) C V beschrénkt. [

(4.2.17)

Satz 4.2.18. Se:
M L

7

K :=M(Z)

ein Diagramm von endlichen Kdérpererweiterungen fir eine Riemannsche Fliche Z. Seien X und Y die im
Beweis von Satz 4.2.15 konstruierten Riemannsche Flachen mit M(X) = M und M(Y') = L.
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Dann gibt es ein kommutatives Diagramm mit einer holomorphen Abbildung f:

X%Y

oA

Z

so dass f* bis auf Isomorphismus mit ¢ tbereinstimmt, d.h. so dass

M L (4.2.19)

kommutiert.

Beweis. Wir erhalten fiir die Erweiterung M/L eine holomorphe Abbildung f : X — Y, die auf Funktio-
nenkorpern die gegebene Erweiterung liefert. Wir miissen zeigen, dass es einen Isomorphismus ¢ : X — X gibt,
so dass g o f o p = p gilt. Wir kénnen durch Ersetzen von Y durch X also annehmen, dass L = M = K[T|/P
gilt.

Es reicht hierfiir, zu zeigen, dass es eine eindeutige holomorphe Abbildung f gibt mit ¢ o f = p. (Denn
dann erhalten wir analog eine Abbildung ¢ in der umgekehrten Richtung, aus Eindeutigkeitsgriinden sind die
Kompositionen f o g und g o f notwendigerweise die Identitét.)

Wegen Satz 4.2.16 geniigt es, f im Fall zu konstruieren nachdem wir Z durch ein geeignete offene (dichte)
Teilmenge ersetzen (und X durch deren Urbild). Wir wiihlen dies zuniichst so, dass wir in der Situation des
obigen Beweises sind, d.h. X = {(z,w) € Z x C, P(z,w) = 0}.

Um f zu definieren, verwenden wir die holomorphe Funktion F’ : X — C, die wir im obigen Beweis
konstruiert haben. Wir bezeichnen mit ¢(F”’) das eindeutige Element auf welches F' € M(X) unter

M(X)E L LE MX)

abbildet. Wir hatten im obigen Beweis gezeigt, dass P(F’) = 0 € M(X) gilt. Da ¢ ein Kérperhomomorphismus
ist, gilt auch P(p(F’)) = 0. Falls nétig, ersetzen wir Z derart durch eine offene dichte Teilmenge (und X
durch ihr Urbild), dass ¢(F”) auf X nicht nur meromorph, sondern holomorph ist. Dann kommutiert folgendes
Diagramm und zeigt die Existenz einer Abbildung f mit den gewiinschten Eigenschaften:

((z,w) € Z x C, P(z,w) = J 227 E#ENEEN ) e 2 x C, P(z,w) = 0)

Um die Eindeutigkeit von f zu sehen nutzen wir, dass eine Abbildung f zwischen Uberlagerungen ist nach
Satz 4.1.20 bereits durch den Wert auf einer Faser festgelegt ist. Falls f eine zweite Abbildung ist, ist f(x) = f(z),
denn die meromorphe Funktion F : X — P! die im obigen Beweis konstruiert wurde, trennt die Punkte
in den Fasern von p, d.h. F(f(x)) = F( f(x)) impliziert f(z) = f(x). Erstere Gleichheit gilt jedoch wegen
Fof=f*F=fF daf‘=¢p=f* (im Sinne dessen, dass (4.2.19) fiir f* und analog f kommutiert). O

Sei Y eine fixierte Riemannsche Fliche und K := M(Y) ihr Funktionenkérper. Fassen wir noch einmal die
bisherigen Ergebnisse zusammen: wir betrachten zwei Kategorien

1. Objekte der ersten Kategorie sind Abbildungen (!) p : X — Y, wobei X eine Riemannsche Fliche ist

und p eigentlich und holomorph und nicht konstant ist. Morphismen zwischen zwei solchen Objekten sind
holomorphe Abbildungen f : X — X', so dass das naheliegende Dreieck kommutiert, d.h. p’ o f = p:

X4>X’

N4
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2. Objekte der zweiten Kategorie sind endliche Korpererweiterungen L/K. Morphismen zwischen zwei sol-
chen Objekten sind Kérperhomomorphismen ¢ : L — L/, die auf dem Teilkérper K C L (bzw. K C L')
die Identitdt sind, d.h. so dass folgendes Diagramm kommutiert

L+——— I/
\ S(J/‘
K
Wir haben nach Lemma 4.2.9 einen kontravarianten Funktor von der ersten zur zweiten, die auf Objekten

durch
(P:X = Y) s MY) =K% M(X))

gegeben ist und auf Morphismen durch

x— 1 x|e| M M(X)

N4 N

Nach Satz 4.2.15 ist der Funktor essentiell surjektiv und er nach Satz 4.2.18 voll, d.h. surjektiv auf Hom-Mengen.
Um eine Aquivalenz von Kategorien zu sein, fehlt nach Ubungsaufgabe 4.3.3 noch folgendes:

Satz 4.2.20. Firp: X — Z und q: Y — Z holomorph, eigentlich, nicht konstant ist
Homyz(X,Y) — Hom ) (M(Y), M(X))

imjektiv.

Wir beweisen dies unter folgender Annahme: fiir jedes q :' Y — Z gibt es eine meromorphe Funktion F :
Y — P! die die Punkte in ¢~'(2) fiir ein z € Z trennt, d.h. F(y;) # F(y;) fir y; # y; in ¢~ *(z). Dieser Satz
heifst Riemannscher Existenzsatz, wir werden ihn fir kompakte Riemannsche Fldchen als Folgerung aus dem
Satz von Riemann-Roch beweisen (siehe Folgerung 7.2.5).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.2.18 kénnen wir annehmen, dass p und ¢ Uberlagerungen sind, und dann
eine meromorphe Funktion nutzen, die die Punkte in ¢~*(2) trennt. O

4.3 Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 4.3.1. Ein Charakter von C* ist ein stetiger Gruppenhomomorphismus
x: C* — C*.

Zeige, dass jeder Charakter von der Form
x:z—= 2N z)®

mit N € Z und s € C. (Wie iiblich ist hierbei |z|° := exp(slog|z|), wobei log der gewdhnliche Logarithmus
einer reellen Zahl ist.)

Ubungsaufgabe 4.3.2. Sei Y = P!. Definiere K := M(Y) = C(z) und L := K[t]/(t? — 2° + 2).

1. Konstruiere eine Riemannsche Fliche X und eine holomorphe, eigentliche nicht konstante Abbildung
p: X =Y, sodass M(X) = L.

2. Gib die Stellen an, an denen die Abbildung p: X — Y verzweigt ist.
(Tipp: Berechne die Diskriminante von t? — 25 + z € K[t].)

Ubungsaufgabe 4.3.3. Sei F : C — D ein Funktor zwischen Kategorien. Zeige, dass F eine Aquivalenz von
Kategorien ist genau dann, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Hom(X,Y) = Hom(F(X), F(Y)), fir alle X,Y € C (man sagt, “F ist volltreu”).
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2. Fiir alle Z € D, existiert ein X € C mit F(X) = Z (man sagt, “F ist essentiell surjektiv”).

Ubungsaufgabe 4.3.4. Definiere RP" := S"/(z ~ —z). Man nennt RP" auch den n-dimensionalen reell-
projektiven Raum. Wir versehen RP™ mit der Quotiententopologie.

1. Zeige, dass die kanonische Projektion p : S™ — RP! fiir n = 1 ein Homdomorphismus und fiir n > 1 eine
universelle Uberlagerung ist.

2. Folgere
o Z n=1
mi(RP ){ Z/2 n>1.

Ubungsaufgabe 4.3.5. Ein Origami
0:=X2%E)

ist eine holomorphe eigentliche, nicht konstante Abbildung p von einer Riemannschen Fliche X nach E :=
C/Z +iZ, die iiber hochstens einem Punkt e € E verzweigt ist, d.h. hochstens in p~!(e) verzweigt ist. Der Grad

eines Origamis O = (X 5 E) ist definiert als der Grad von p.
Ein kombinatorisches Origami ist eine endliche Vereinigung von Einheitsquadraten [0,1] x [0, 1] in R?, die
lings der Rénder miteinander verklebt werden, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

e jede linke Kante wird mit einer rechten Kante verklebt
e jede obere Kante wird mit einer unteren Kante verklebt
e die Fliche X, die durch Verkleben dieser Kanten entsteht, ist zusammenhéngend.

Konstruiere zu einem kombinatorischen Origami ein Origami und umgekehrt. Skizziere die Fliche, die zum
kombinatorischen Origami

gehort, wobei jeweils die Kanten mit den gleichen Beschriftungen miteinander verklebt werden. Was ist der
Grad dieses Origamis?

Ubungsaufgabe 4.3.6. Wende Satz 4.2.12 an, um einem Polytop eine Riemannsche Fliche zuzuordnen.
Ubungsaufgabe 4.3.7. Zwei Origamis O; = (X; 22 E) und O = (X5 2 E) heifien fiquivalent, wenn es einen

Homoéomorphismus f gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

X —)Xg

N

Setze E* := E \ {e}. Im folgenden sei als bekannt vorausgesetzt, dass
m1 (E X ) = F27
die freie Gruppe in zwei Erzeugern ist.

1. Sei O vom Grad d. Konstruiere einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus F; — ;4 von der freien
Gruppe F5 in zwei Erzeugern zur symmetrischen Gruppe in d Buchstaben.

2. Etabliere mittels Satz 4.1.24 eine Bijektion zwischen Aquivalenzklassen von Origamis vom Grad d und
Konjugationsklassen von Paaren (o, 7) € ¥4 X X4. (Zwei solche Paare (0;,7;), ¢ = 1,2 heiflen konjugiert,
falls es p € X4 gibt mit po1p~! = o und prip~! = m.)

3. Folgere eine Bijektion zwischen Aquivalenzklassen von Origamis vom Grad d und Konjugationsklassen
von Untergruppen U C F» vom Index d (d.h. F5/U hat d Elemente).

Ubungsaufgabe 4.3.8. Sei X = C/A eine elliptische Kurve. Fixiere e € X.
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1. Gib eine universelle Uberlagerung p : E — X an.

2. Zeige
m1(X,e) = Z°.

3. Beschreibe die Wirkung der beiden Erzeuger von 71 (E,e) auf F, := p~1(e).

4. Klassifiziere die Uberlagerungen von X.

Ubungsaufgabe 4.3.9. Berechne die Diskriminante von f(z) = z® + ax + b.



Kapitel 5

Garben und Garbenkohomologie

5.1 Definitionen

Bemerkung 5.1.1. In Beispiel 2.2.13 hatten wir gesehen, dass die Gleichung

exp(f(2)) = 2

auf jedem einfach zusammenhdingenden Gebiet G C C* eine Losung hat, namlich einen Zweig des Logarithmus

von f. Wir kénnen natiirlich C* durch einfach zusammenhingende Gebiete iiberdecken, d.h. obige Gleichung

auf ganz C* lokal 16sen. Dennoch gibt es auf ganz C* keine solche Funktion: andernfalls wire der (wegen

der Stetigkeit von f) stetige Weg f(S!) nullhomotop, da C einfach zusammenhiingend ist. Das Bild dieser

Homotopie unter der stetigen Abbildung exp wiirde eine Nullhomotopie von exp(f(S')) = S* liefern — angesichts
dz

g1 % = 2mi # 0 ein Widerspruch zum Cauchyschen Integralsatz (Satz 2.2.5).

Wir werden nun den Begriff der Garbe einfiithren, der ein systematischeres Studium solcher Situationen
ermdoglicht. Grob gesagt eignen sich Garben (und auch Garbenkohomologie), um folgende Fragen zu beantworten:
welche Gleichungen (oder Differentialgleichungen), die sich lokal 16sen lassen, konnen auch global gelést werden?

Notation 5.1.2. In diesem Kapitel sei, wenn nichts anderes gesagt wird, X ein topologischer Raum und U C X
offen.

Definition 5.1.3. Ein kovarianter Funktor F : C — D zwischen zwei Kategorien C und D ist eine Abbildung
F : ob(C) — ob(D), sowie
Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)),

die mit der Komposition vertréglich ist und idx auf idp(x) abbildet.
Ein kontravarianter Funktor ist analog definiert, nur dass

Home (X,Y) — Homp (F(Y), F(X)).
Man schreibt dann F' : C°PP — D.

Beispiel 5.1.4. Ein topologischer Raum X liefert eine Kategorie Op(X): die Objekte sind die offenen Teilmen-
gen U C X und

* UcCV
Homop(x) (U, V) = { () sonst.

Abelsche Gruppen mit Gruppenhomomorphismen bilden ebenfalls eine Kategorie Ab. Ringe (oder auch
kommutative Ringe) mit Ringhomomorphismen bilden eine Kategorie.

Definition 5.1.5. Eine Prigarbe F' auf X (genauer eine Priigarbe abelscher Gruppen) ist ein kontravarianter
Funktor
F: Op(X)°PP — Ab.

Bemerkung 5.1.6. Eine Prégarbe besteht also aus dem Datum einer abelschen Gruppe F(U) fiir jede offene
Teilmenge U C X, zusammen mit sog. Restriktionsabbildungen

Lyv - F(U) — F(V),
fiir alle ineinander enthaltenen offenen Mengen V' C U C X. Diese sollen erfiillen:
® lyU = 1dF(U)

61
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e Falls W CV C U, soist .yw =tyw o tyv-
Fiir f € F(U) schreibt man auch f|y fiir cyy (f) € F(V).

Definition 5.1.7. Eine Kettenkomplex ist eine Folge

dn— dn
= A IS A TS AL

von abelschen Gruppen A,, und Gruppenhomomorphismen d,,, so dass d,, od,,_; = 0 gilt. Ein solcher Komplex
heifit exakt, wenn
ker d,, = imd,,_1

fiir alle n.

Definition 5.1.8. Eine Préigarbe F' heifit Garbe, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
Fiir jede offene Menge U und eine Familie von offenen Teilmengen U; C U ist die Sequenz

0 F(U) =5 [[Fw) — [[Fw:nu;)

exakt. Hierbei ist die zweite Abbildung gegeben durch (f; € F(U;) = (filv,nvu; — filv.nu; ). Mit anderen Worten:
gegeben ein Element f € F(U), so dass f|y, = 0, dann ist f = 0. AuBerdem: gegeben eine Familie f; € F(U;)
so dass filu,nu; = fjlv.nu,, dann gibt es ein f € F(U) so dass f; = f|y,.

Beispiel 5.1.9. 1. Fiir einen fixierten topologischen Raum Y (z.B. Y = R oder C) ist die Zuordnung
U — C(U,Y) (stetige Funktionen von U nach Y'), mit ihren natiirlichen Restriktionsabbildungen eine
Garbe. Das gleiche gilt fiir O(U), falls X C C offen ist.

2. Die Prigarbe U +— C®(U) (beschriinkte stetige Funktionen) ist eine Prigarbe, aber z.B. auf X = R keine
Garbe: Funktionen, die lokal (z.B. auf (—N, N), N € N) beschriinkt sind, lassen sich nicht notwendiger-
weise zu einer auf ganz X beschridnkten Funktion verkleben.

3. Die sog. konstante Préigarbe ist definiert durch U — F(U) := A, und als Restriktionsabbildung id 4, fiir
eine fixierte abelsch Gruppe A. Sie ist i.A. keine Garbe. Im Gegenteil gilt fiir jede Garbe F

e F(0) =0, da 0 durch die leere Familie {iberdeckt wird.
e Damit gilt fiir beliebige disjunkte offene Teilmengen U;:

P v =TT Fw).

4. Fixiere eine abelsche Gruppe A. Wir fassen sie als topologischen Raum mit der diskreten Topologie auf
(d.h. jede Teilmenge ist offen). Die sog. konstante Garbe (zu A) ist definiert durch U — C(U, A). Dies ist
dquivalent zu: U+ A™U) .= HWO ) A, das Produkt iiber die Zusammenhangskomponenten von U.

Wir werden oft verschiedene Garben miteinander in Beziehung setzen und definieren hierzu:

Definition 5.1.10. Ein Morphismus von Prigarben a : F' — G ist eine natiirliche Transformation von Funk-
toren Op(X)°PP — Ab, d.h. eine Abbildung a(U) : F(U) — G(U) fiir alle U C X derart, dass fiir V C U das

Diagramm
a(V) l

FV) 225 qv)

kommutiert. Ein Morphismus von Garben ist, nach Definition, ein Morphismus von Préagarben.

5.2 Halme und exakte Sequenzen von Garben

In verschiedenen Situationen moéchte man Funktionen auf einer “beliebig kleinen Umgebung” eines Punktes
betrachten. Um diese Idee zu formalisieren fithren wir folgende Begriffe ein:
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Definition 5.2.1. Sei F eine Prigarbe auf X und z € X. Der Halm von F in x, Notation F} ist definiert als

&:UF@/M (5.2.2)

zeU

wobei f € F(U) mit g € F(V) identifiziert wird wenn f|ynv = gluny gilt.
Firr f € F(U) schreiben wir f, fiir das Bild von f in F,. Analog fiir eine Abbildung von (Pri-)Garben
a:F — Gist a; : F, - G, die induzierte Abbildung auf einem Halm.

Bemerkung 5.2.3. Wir bezeichnen die rechte Seite von (5.2.2) auch als Kolimes (genauer filtrierten Kolimes,
manche Autoren verwenden auch die Bezeichnung direkter Limes):

colimgep F(U).
Der Halm ist auf natiirliche Weise eine abelsche Gruppe (Ubungsaufgabe 5.4.7).

Beispiel 5.2.4. Fiir die konstante Garbe zu A gilt: 4, = A.
Der Halm der holomorphen Funktionen wurde in Ubungsaufgabe 2.7.14 besprochen.

Satz 5.2.5. Ses
) PN DNy o8

eine Sequenz von Garben, d.h. a und b sind Garbenmorphismen mit boa =0 (d.h. b(a(f)) =0 fir U und alle
f € Fi(U)). Dann sind folgende Bedingungen dquivalent. Wenn sie erfillt sind, nennen wir die Sequenz eine
exakte Sequenz von Garben.

(i) Die Sequenz der Halme
Qg (2%
(F1)e = (F2)o = (FS)
ist exakt (d.h. ker b, = ima, ) fir alle Punkte x € X.

(ii) Fiir jedes U und jedes f € Fo(U) mit b(f) =0 € F3(U) gibt es eine offene Uberdeckung U =
gi € F1(V;) so dass a(g;) = flv, fir alle i.

ier Vi und

Beweis. Wir zeigen nur (i) = (ii), die Umkehrung ist eine Ubungsaufgabe.

Sei € U ein beliebiger Punkt. Sei f € Fy(U), b(f) = 0. Da (F1), — (F2), — (F3), exakt ist, d.h.
kerb, = ima,, gibt es eine offene Umgebung U D V, > x und ¢%) € Fy(V®) mit a(¢9®) = f|y @ . Die V,
itberdecken U, damit ist die Behauptung gezeigt. O

Folgerung 5.2.6. Fine Sequenz von Garben
0—)F1i)F2—b)F3—>O

ist exakt (d.h. 0 — (F1)z 3 (Fy), by (F3)y — 0 ist exakt fiir alle x € X ) genau dann, wenn

b

0 RO YD R "Y B (5.2.7)

exakt ist und es fiir jedes f € F3(U) eine offene Uberdeckung U = Uicr Vi und g € F»(V;) gibt so dass b(g) =
flv, fir alle i. (Die erste Aussage fasst man auch zusammen indem man sagt der sog. globale Schnittfunktor
I': Shv(X) — Ab, F — F(X) ist links-ezakt.)

Beweis. Wir zeigen die Implikation =, die Umkehrung ist (mit &hnlichen Argumenten) eine Ubungsaufgabe.
Die letzte Aussage folgt aus Satz 5.2.5, angewandt auf Iy — F3 — 0. Wir wenden Satz 5.2.5 auf 0 — F} — Fj
an und erhalten die Injektivitat von Fy(U) — Fo(U). Wir wenden Satz 5.2.5 auf F; — F» — F3 an und erhalten
fiir f € F>(U) mit b(f) =0: U =UV;, F1(Vi) 2 gi ¥ flv;. Falls W = V; NV, # 0, so bilden g;|w und g;|w auf
flw ab, wegen der Injektivitit von Fy (W) — F5(W) und dem Garbenaxiom fiir F; lassen sich die g; zu einem
g € F1(U) verkleben. Es gilt a(g) = f, da dies auf allen V; gilt und F5 eine Garbe ist. O

Beispiel 5.2.8. Auf X = C ist die sog. Fxponentialsequenz
0= 2miZ — 00X =0

exakt. Hierbei ist O*(U) := {f : U — C* holomorph}. Die Exaktheit rechts ist eine Umformulierung von
Lemma 2.2.11: fiir f € O*(U) wiihle eine Uberdeckung durch einfach zusammenhingende Gebiete V; C U (2.B.
offene Bille), dann hat f|y, einen Logarithmus. Die Exaktheit von 0 — (27iZ)(U) = (27iZ)™V) — O(U) —
O*(U) folgt daraus, dass fiir f € O(G), G ein Gebiet mit exp(f) = 1 gilt: f = 2mik mit einem eindeutigen
k€ Z.
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Bemerkung 5.2.9. Wir zeigen nun, dass die Exponentialsequenz auf X = C* folgende exakte Sequenz von
abelschen Gruppen induziert:

0 — 2miZ — O(X) =B 0%(X) > 2miZ — 0. (5.2.10)

(Hieran sehen wir auch, dass fiir eine exakte Sequenz von Garben (5.2.7) die Sequenz der globalen Schnitte
nicht notwendig exakt sein muss.)

exp

) (")

]

exp

(kT E ) —— 1t = ——

Um § zu definieren, betrachten wir die offene Uberdeckung
X=UTuU",

wobei UT = C\{z € R,z < 0} und U~ = C\{z € R,z > 0}. Dann gilt U* := Ut NU~ = C\R. Fiir
f € OX(X) sei fT und f~ die Einschrinkung von f auf U™ bzw. U~. Es gibt nach Lemma 2.2.11 dann
[T € O(U") mit exp(I™) = f* und analog ein [~. Weder [T noch [~ sind eindeutig, sondern nur bis auf Addition
einer Konstanten in 2miZ festgelegt. Da f* := f*|y+ = f~|y+ sind I*|y+ und [~ |y= beide Logarithmen von
f*. Bs gilt exp(IT —17) = 1 auf U*. Es gilt U* = H U —H, also gibt es (wiederum nach Lemma 2.2.11) ein
eindeutiges kT € 2miZ mit [T — [~ = k* auf H und ebenso [T — [~ = k~ auf —H. Wir definieren

§5(f) ==kt — k™ €2miZ.

Diese Zahl §(f) ist von der Wahl von IT und !~ unabhiingig, denn wenn z.B. It = 1% + 2mir, r € Z, dann ist
IT =17 |g = k% 4+ 2mir, IT — 17 |_g = k= + 2mir. Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung d.

Es gibt einen globalen Logarithmus, d.h. [ € O(X) mit exp(l) = f genau dann, wenn §(f) = kT —k~ = 0 gilt,
denn dann verkleben sich I und [~ + k™ zu einer (holomorphen) Funktion auf ganz X. Dies zeigt die Exaktheit
an der Stelle O*(X). Fiir die Exaktheit ganz rechts, d.h. die Surjektivitit von O* (X) — 27iZ geniigt es,

0(z) = —2mi

zu zeigen. Betrachte hierzu I7(2) = log|z| + iargz, wobei —7 < argz < w. Analog [™(2) = log |z| + iafgz mit
0 < afgz < 2m. Dann ist i(arg(i) —afg(i)) = i(§ — 5) = 0 und k= = i(arg(—i) —afg(—i)) = 3

i(—5 —35m) = —2mi,
dh. k=kt — k= = —2mi.

5.3 Cech-Kohomologie

Die Gruppe 27iZ, die ganz rechts in (5.2.10) auftaucht ist ein Beispiel einer sog. Kohomologiegruppe, ndmlich
H!(C*,27iZ). Diese werden wir nun einfiihren, sieche auch Ubungsaufgabe 5.4.6.

Definition 5.3.1. Sei X ein topologischer Raum und 4 = {(U;)sc;} eine offene Uberdeckung, d.h. U; C X ist
offen und J, U; = X. Sei F eine Prégarbe auf X.
Fiir n > 0 definieren wir
c'F):= ][] FWU,n--nU;,)

iOv-uyineI

(Insbesondere ist CO(U, F') =[], F(U;).) Ferner definieren wir sog. Randabbildungen als
d™: O™ (8, F) — C" LY, F)

indem wir ein Tupel (f;, ..., ) auf das Tupel abbilden, was im Eintrag (jo,. .., Jn, jn+1) den Wert

,,,,,

n+1

T —~
Z(il) fjo»--wjr—l7jr1jT+17~~-7jn+1

r=0
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hat. Hierbei haben wir die Restriktion auf U;, N...U; _, in der Notation weggelassen. Auflerdem heif}t jAT, dass
der r-te Eintrag weggelassen wird. Beispielsweise ist

d°((fi)ier) = ((fj — f:))ijers
d*((fi;)) = fij — fix + fix-(5.3.2)

Man priift nach (Ubungsaufgabe) dass
dn+1 od" = 0’

d.h. wir erhalten einen Kettenkomplex, den sog. Cech-Komplex. Wir kénnen also seine Kohomologie definieren:
n n—1
H™ (4, F) = ker(C™(4, F) & "1 (4, F)) / im(C"N W, F) S o, F))

Diese Gruppe heifit n-te Cech-Kohomologie von F beziiglich der Uberdeckung 1.
Fiir praktische Berechnungen, wie z.B. in Ubungsaufgabe 5.4.6, ist folgendes Lemma niitzlich:

Lemma 5.3.3. Sei X ein topologischer Raum, 8 = {(U;)icr} eine offene Uberdeckung von X und die Indea-
menge I sei versehen mit einer Wohlordnung “<” (reflexiv, transitiv und vollstindig, d.h. fir alle i,j € I gilt
1 < j oder j < i und jede nichtleere Teilmenge J C I habe ein kleinstes Element).

Betrachte den sog. geordneten Cech-Komplex

c'wr) = [ F@W,n.. .U,

i<ty < <ip

mit Differential
n+1

A((fioriin) = O Fio i Vo
r=0

Sei i := (ig,...,in) € I"TL. Falls alle iy paarweise verschieden sind sei o € $y,41 die eindeutige Permutation,
so dass o(i) geordnet ist, d.h. o(ip) < --- < o(in). Betrachte, die Abbildung C"(8, F) — C" (U, F), die in der
Komponente

F(Uzo n... Uzn) — F(Uo(io) n... Uo(in))

die Multiplikation mit sgn(o) ist und alles auf Null abbildet, wenn die iy, nicht paarweise verschieden sind. Diese
Abbildung ist ein Morphismus von Kettenkomplexen und induziert einen Isomorphismus

H" (U, F) — H"(C" (4, F)).
Beweis. Siehe z.B. [God73, §1.3.8]. O

Definition 5.3.4. Eine (offene) Uberdeckung U = {V;} von X heifit feiner als eine Uberdeckung sl = {U;},
wenn jedes V; in einem U; enthalten ist.

Sei I’ eine Priagarbe auf X. In diesem Fall liefern die Restriktionsabbildungen eine Abbildung von Ket-
tenkomplexen C*(, F) — C*(0, F) und eine induzierte Abbildung auf den Kohomologiegruppen H* (8, F) —
H*(, F). Die Cech-Kohomologie einer Prigarbe F auf X ist definiert als der filtrierte Kolimes iiber alle
Uberdeckungen:

H™(X, F) = colimy H" (41, F).

Hierbei ist, wie bei der Definition des Halmes (Definition 5.2.1) der filtrierte Kolimes (auch “direkter Limes”)
folgendermafien definiert:

| B (88, F)/ ~,

o

wobei die disjunkte Vereinigung iiber alle Uberdeckungen lauft und a € H™ (4, F') mit a’ € H™ (W, F) identifiziert
wird, wenn ihr Bild in H*({{N Y, F) iibereinstimmt, wobei LN’ die Uberdeckung ist, die durch Schneiden der
U e Y und U’ € Y entsteht.

Der Kolimes in der Definition von H" (X, F') ist nétig, um “zu grobe” Uberdeckungen auszuschlieBen. Fiir
konkrete Berechnungen ist folgende Tatsache relevant:

Lemma 5.3.5. Sei F eine Garbe auf X und sei sk = {U;} eine offene Uberdeckung von X.
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(i) Es gilt HO(U, F) = ker([], F(U;) — [L,; FU:nUy), (fi) = (f; = fi)ig, d-he
HO(8, F) = F(X)
fiir alle Uberdeckungen 4.
(i1) Wenn fiir alle endlichen Schnitte der U; gilt
H* (U, N---NU;,, F) =0, fir allen >0,
dann ist die natiirliche Abbildung
H* (U, F) - H*(X, F)
fiir alle n > 0 ein Isomorphismus.
(iii) Wenn HY(U;, F) = 0 fiir alle i, dann ist die folgende natiirliche Abbildung ein Isomorphismus:
HY(Y, F) — HY(X, F).

Beweis. (i) folgt direkt aus der Garbendefinition. Siehe z.B. [Bre97, Theorem II1.4.13] fir (ii) und [For77,
Theorem 12.8] fiir (iii). O

Das néchste Lemma ist ein weiteres wesentliches Tool zur Berechnung von Kohomologiegruppen. Ein to-
pologischer Hausdorff-Raum heif3t parakompakt, wenn jede Uberdeckung eine Verfeinerung durch eine offene
Uberdeckung besitzt, die lokal endlich ist. Topologische Mannigfaltigkeiten sind parakompakt.

Lemma 5.3.6. Sei
0F%G 5 H S0

eine exakte Sequenz von Garben auf X. Dann setzt sich (5.2.7) zu einer exakten Sequenz

0— H(X,F) - H(X,G) — H(X, H) > H'(X, F) L HY(X,G) L HY(X, H)
fort. Falls X parakompakt ist, dann besteht sogar eine lange exakte Kohomologiesequenz
.= HY(X,F) - H"(X,G) - H"(X,H) - H"" 1 (X, F) — ...
Beweis. Wir beschrénken uns darauf, anzudeuten, wie § definiert wird. Dies geschieht mittels folgender Dia-
grammjagd, wobei F () := [], F(U;), F(U?) := [I;; F(U; N Uj;) und analog fiir F(43), die vertikalen Abbil-
dungen sind gerade die Abbildung des Cech-Komplexes. Die Zeilen sind exakt nach Folgerung 5.2.6 und die

Spalten sind ebenfalls exakt: fiir den oberen Teil bis zu F(U?) ist dies wiederum Folgerung 5.2.6, die Exaktheit
bei F(4?) zeigt man dhnlich.

0 0 0
0 F(X) G(X) —— H(X) h
I
0 F(40) G(8l) —— H () T% hla
I
0 F(4?) G(82) —— H(U2) fi glse | 0
|
0 F(U?) GU3) —— H(U3) 0= flys ——0

Fiir h € H(X) gibt es nach Satz 5.2.5 ein 4 so dass h|y = b(g), mit einem g € G(L). Wir erhalten f €
ker(F(42) — F(4?)), d.h. einen Repriisentanten einer Kohomologieklasse in H! (X, F'). Man priift mit #hnlichen
Argumenten, dass die Klasse von f nicht von der Wahl von g abhéngt.

Fiir einen vollstéindigen Beweis der Exaktheit bis zu H* (X, H) siehe [For77, Satz 15.12]. Fiir den allgemeinen
Beweis siehe z.B. [Bre97, Corollary I11.4.6]. O

Bemerkung 5.3.7. Die obigen Ausfithrungen sind das absolute Minimum, um Garbenkohomologie zu betrachten.
Es sei hier nur z.B. auf [Wei94] verwiesen, wo Garbenkohomologie nach Grothendieck mittels abgeleiteten
Funktoren definiert wird. Dieser Zugang liefert in voller Allgemeinheit die “richtigen” Ergebnisse (z.B. sind
dann Einschrinkungen an X wie in Lemma 5.3.6 unnotig). Jedoch liefert diese Definition nicht unmittelbar
Berechnungsmethoden. Die oben eingefiihrte Cech-Kohomologie ist eine Méoglichkeit, Garbenkohomologie zu
berechnen.



5.4. UBUNGSAUFGABEN 67

5.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.4.1. 1. Sei n € N. Definiere
tn = {f: U — C*: f holomorph, f(z)" =1 fiir alle z € C}.
Zeige, dass
1= pp, = OF =10 0% 51
eine kurze exakte Sequenz von Garben auf C ist.
2. Sei z € G C C ein Gebiet. Zeige, dass die kanonische Abbildung zum Halm (Ubungsaufgabe 2.7.14)
OG) = 0,
injektiv ist.
Ubungsaufgabe 5.4.2. Sei ¢ : F; — F» ein Morphismus von Garben auf einem topologischen Raum X. Wir
definieren eine Priagarbe F durch

F(U) :=ker(p(U) : F1(U) = F2(U)), U C X offen.
Zeige, dass die Pragarbe F eine Garbe ist. Sie wird auch als ker ¢ bezeichnet.

Ubungsaufgabe 5.4.3. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen.
1. Fiir eine Garbe F auf X definiere

(fF)U) = F(f71(U)), UcCY.
Zeige, dass f.F eine Garbe auf Y ist. Sie heifit direkte Bildgarbe (von F unter f).

2. Sei i : Z — X die Inklusion einer abgeschlossenen Teilmenge von X. Zeige,

) ] 0, x¢Z
(i F)a = { Fo, TEZ

3. Sei j : U — X die Inklusion einer offenen Teilmenge von X und F eine Garbe auf U. Definiere eine
Prigarbe 51 F' wie folgt (wobei V C X):

G = { T V<V

Zeige, dass j.F eine Garbe auf X ist und

. _J 0, x¢U

Ubungsaufgabe 5.4.4. 1. Sei 0 — A % B eine Sequenz von abelschen Gruppen. Zeige, dass die Sequenz
genau dann exakt ist, wenn f injektiv ist.

2. Sei A% B — 0 eine Sequenz von abelschen Gruppen. Zeige, dass die Sequenz genau dann exakt ist, wenn
g surjektiv ist.

3. Sei
0sALBS% S0

eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen (bzw. K-Vektorriumen, wobei K ein Korper ist). Man
sagt, dass die Sequenz spaltet, falls ein Homomorphismus § : C' — B mit g o § = Id¢ existiert. Zeige, dass
jede kurze exakte Sequenz von K-Vektorrdume spaltet.

4. Gib ein Beispiel einer kurzen exakten Sequenz von abelschen Gruppen an, die nicht spaltet.

Ubungsaufgabe 5.4.5. Sei I = (a,b) C R ein offenes Intervall und F = A die konstante Garbe fiir eine fixierte
abelsche Gruppe A. Zeige

A n=0,

0 n>0.

H™(I, A) = {

Tipp: berechne H" (4, A) fiir eine offene Uberdeckung 4 = {U;} mit U; = (ai,;), so dass jeder Punkt
S (a,b) in hochstens zwei der U; enthalten ist. Zeige dann, dass sich jede Uberdeckung zu einer solche
Uberdeckung verfeinern lésst.
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Ubungsaufgabe 5.4.6. Es sei bekannt (wir zeigen dies in Folgerung 6.4.3), dass fiir jeden topologischen Raum
X, der zu C hom6omorph ist, gilt:

n | Z n=0
H (X’Z){ 0 n>0
Zeige hiermit:
1.
Z n=0
H"(C*,Z)=¢ Z n=1
0 n>1

2. Sei X = C/A eine elliptische Kurve, d.h. A C C ein Gitter. Dann gilt

Z n=0

n Z> n=1
H"(X,Z) = 7 n—2
0 n>2.

Ubungsaufgabe 5.4.7. Sei I eine nicht-leere Menge, versehen mit einer reflexiven und transitiven Relation
“<” die folgende Bedingungen erfiillt: fiir zwei beliebige i,7 € I gibt es ein k € I mit ¢ < k und 57 < k. Wir
betrachten I als Kategorie, deren Objekte die Elemente von I sind und deren Morphismen gegeben sind durch

N .
Hom(7, j) = { {6} éozsjt

Sei F' : I — Ab ein Funktor von I in die Kategorie der abelschen Gruppen (alternativ der Vektorrdume
iiber einem fixierten Koérper), d.h. fiir jedes ¢ € I eine abelsche Gruppe F(i) sowie fiir je zwei ¢ < j Gruppen-
homomorphismen f;; : F(i) = F(j) mit fir, = fjr o fi; fir i < j < k.

Der filtrierte Kolimes von F ist definiert als

colim F' := colim;cy F(7) := F(i 0,..., x ,...0)—(0,..., fii(x;),...0),2€,2 < j,x; € F(i
er F(i) 62 1)/ | ( ) —( fij(xi) ) J (4)

! EF(i) EF(j)
(Insbesondere ist dies eine abelsche Gruppe.)

1. Betrachte auf | |,.; F'(i) die Relation ~ definiert durch F(i) > x; ~ fi;(z;) € X, wobei wieder i < j
beliebig und z; beliebig. Zeige dann, dass die natiirliche Abbildung in den eben definierten Kolimes,

| | F(i)/ ~ — colimie F(i)
iel
[z:] — (0,...,2i,...,0)

eine Bijektion ist, mittels derer die linke Seite demzufolge eine abelsche Gruppenstruktur erhélt.

2. Zeige, dass die resultierende Gruppenstruktur auf | |,_; F'(i)/ ~ gegeben ist durch
[@i] + [y;] = [fir (i) + fir(y;)],
wobel z; € F(i), y; € F(j) und k beliebig gewahlt ist mit ¢ < k, j < k.

3. Welche Menge I, welche Relation “<” und welchen Funktor F' muss man wiéhlen, damit man mit den
obigen Begriffen den Halm F, (einer fixierten Garbe F auf einem fixierten Raum X in einem fixierten
Punkt ) erhilt?



Kapitel 6
Differentialformen

Ein Hohepunkt der elementaren Analysis ist der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung, welcher
besagt: ist F eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f: U — R, [0,1] C U C R offen, dann gilt

/0 f(z)dz = F(1) — F(0).

Der Ausdruck f(z)dz ist ein Beispiel einer sog. 1-Form. Mit einer Sprechweise, die wir in Kiirze einfiihren ist
f(z)dx = dF.

Dann hat der Hauptsatz die suggestivere Formulierung

/ dF = / F
[0,1] a0,1]
Hierbei steht O fiir den Rand.

Der Cauchysche Integralsatz (Theorem 2.2.4) besagt: fiir f holomorph und einen nullhomotopen Weg ~ gilt

/f

Die Homotopie v ~ x (die wir hier als glatt voraussetzen, was keine wesentliche Einschrinkung ist) liefert eine
C'-Fliche A mit A = 7. Es gilt also
f(z)dz =
0A
Dies lésst sich konzeptionell damit erklédren, dass fiir holomorphes f gilt:

d(f(z)dz) =0

aAf(z)dzé/Ad(f(z)dz)://;0:0'

Hierbei ist d(f(z)dz) eine 2-Form und die Gleichheit “*” ist ein Spezialfall des sog. Satzes von Stokes.

In diesem Kapitel fithren wir in aller Kiirze die Differentialformen ein und beweisen den Satz von Stokes in
elementaren Féllen. Wir leiten hieraus das Dolbeault-Lemma (Theorem 6.3.2) und andere Folgerungen ab, die
uns spéter fiir die Berechnung von Kohomologiegruppen auf Riemannschen Fliachen niitzlich sein werden.

und

6.1 Differentialformen auf C

Notation 6.1.1. In diesem Kapitel ist U C C eine offene Teilmenge und a € U ein Punkt.

Definition 6.1.2. Sei £(U) die C-Algebra der glatten, d.h. unendlich oft reell differenzierbaren Funktionen
U — C, d.h. alle Ableitungen

of of &f 0*f

Ox’ Oy’ 0xdy’ Oydz’

sollen existieren.
Wir schreiben -2 fiir die Abbildung £(U) > f |—> und analog mit +-. Wir setzen aulerdem

o _1(o o\ o _1(0 .0
0z 2\ox Oy) 0z 2\0x oy)’

69
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Lemma 6.1.3. Sei &, der Halm von glatten Funktionen um a (Definition 5.2.1). Sei m, = ker(é' — C,[f]—
f(a)) das Ideal bestehend aus (Keimen von) Funktionen, die in a verschwinden. Schreibe m2 fiir das Ideal
welches von den Elementen fg, f,g € mg, erzeugt wird.

Dann gilt

o _of _

2 _ _— = =
ma—{fema,ax 9y 0}.

Die Abbildung 5
ma 5 €% f o (gL @), 2 @)
induziert einen Isomorphismus (von C-Vektorrdumen)
T = m,/m2 - C2. (6.1.4)
Dieser Vektorraum heifit komplexer Kotangentialraum von X in a.

Beweis. Fiir f,g € m ist 6fg = fagx + gaf = 0. Umgekehrt sei 0.E. ¢ = 0 € U. In der folgenden Notation
verwenden wir die Notatlon f(x,y) = f(xz +1y) etc. Sei f € m, d.h. f(0,0) = 0. Es gilt

1 1
f(z,y) / —f tz, ty dt—m/o (gi)(tw,ty)dt—l—y/o (g—;)(tx,ty)dt.

=:g1(z,y) =:g2(z,y)

Es gilt g1(0,0) = ¢2(0,0) = 0, d.h. g; € m, also f € m?.
Fiir (6.1.4) fehlt nur noch die Surjektivitit der Abbildung. Diese ist klar wegen = — (1,0), y — (0,1). O

Definition 6.1.5. Fiir f € £(U) schreiben wir d,f = (f — f(a)) mod m2. Wir erhalten aus (6.1.4) eine
Zerlegung
T = Cd,z ® Cd,y
= Cdyz® Cdyz = T @ T
in den sog. holomorphen Kotangentialraum und den antiholomorphen Kotangentialraum. Entsprechend dieser
Zerlegung schreiben wir
daf == d/af + dgf
mit eindeutigen d’, f € T}0, d/f € TOL.

Definition 6.1.6. Sei V ein C-Vektorraum (wir werden V = T verwenden) und n € N. Die n-te duflere
Potenz ist definiert als

/\V::V®...®V/(v1®...vi...vj...®vn—|—v1®...vj...vi...®vn).
———
n Faktoren
(Rechts ist der i-te und der j-te Eintrag vertauscht, fiir beliebige 1 < 4,j < n.) Das Bild von v; ® ... ® v, in

A"V wird mit v1 A-- - Av,, bezeichnet. In A" V gilt also nach Definition v1 A+ Av, = =01 AL 0 ... 0 Ay
(rechts ist der i-te und j-te Eintrag vertauscht).

Bemerkung 6.1.7. Ist ey, . .., e, eine Basis von V, dann bilden die Vektoren e;, A---Ae;, mit1 <43 <.+ <ip <n
cine Basis von A" V. Insbesondere gilt dim A* V = (1), d.h. AV =0firk>n=dmV.
Insbesondere

i) A’V = C (fiir jedes V)
(i) A'V =V (fiir jedes V).

(iii) Fiir dimV = n < oo gibt es den sog. Determinanten-Isomorphismus, vgl. Ubungsaufgabe 6.5.1
det: AV — C.
Beispiel 6.1.8. Sei V = T,gl). Die Basis d,z und d,z liefert eine Basis

2
doz NdZ € T = /\ T,

(Alle héheren A\* T sind 0.)
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Definition 6.1.9. Eine Differentialform k-ter Ordnung (k > 0) oder auch kurz k-Form auf U ist eine Abbildung
(von Mengen)

w:U— |_| Ték)
acU

die jedes a € U auf ein Element von T, %) abbildet. (Eine 0-Form ist also eine Funktion U — C.)
Eine 1-Form heifit holomorph wenn gilt:

w= fdzmit f € O(U).

Sie heif3t glatt, wenn
w= fdz + gdz mit f,g € E(V).

(Hierzu dquivalent: w = rdx 4 sdy mit r,s € E£(U).)
Eine 2-Form heifit glatt, wenn
w= fdzNdzZ mit f € E(U),

d.h. w(a) = f(a)dez A dyZ fiir a € U.
Wir bezeichnen die holomorphen 1-Formen mit Q(U), die glatten k-Formen mit £¥(U) (und £°(U) := E(U)).

Definition 6.1.10. Die duflere Ableitung
d:EFU) — ML)

ist definiert durch

frr 8ldz+ 9Laz k=0,
fdz + gdz — fdz/\dz+8qdz/\dZ—(%—a—f)dz/\dz k=1,
fdzNdzZ— 0 k=2.

Fiir eine glatte Funktion f sind die zweiten partiellen Ableitungen vertauschbar, daher gilt

_ Pf PN e
s = diglds + 5han) = (= 5L0 + 21 Y asnaz =0,

dh.dod=0.
Wir erhalten also einen Komplex, den sog. de-Rham-Komplex

g0 4 g1 4 o2

Bemerkung 6.1.11. Wenn d(a) = 0 gilt, nennt man a € £¥(X) geschlossen. Wenn o = d(B) mit 3 € EF71(X)
gilt, nennt man « exakt. Wegen d o d = 0 ist jede exakte Form geschlossen ist (fiir beliebiges X). Satz 6.1.13
besagt, dass fiir U = Ug(0) auch die Umkehrung gilt. Fiir allgemeines X gilt die Umkehrung nicht.

Eines unserer Hauptziele in diesem Abschnitt ist das folgende Theorem:

Theorem 6.1.12. Die folgende Sequenz von Garben auf U C C ist exakt:
0-Coebet g2y

Erster Teil des Beweises: Die Exaktheit an der Stelle £ ist dquivalent (Satz 5.2.5) zu: fiir f € £%(U) mit df =0
ist f auf jeder Zusammenhangskomponente von U konstant: in der Tat,

8 6 ungsauigabe J. 8 a
0=d(f) = a—fd +a—fd*Ub graulgabe 6.5 48fd +a—fd

impliziert 3 8f = af = 0 da dz und dy eine Basis von TV bilden. Also ist f konstant.
Die Exakthelt an der Stelle £! ist eine Konsequenz des folgenden Satzes. O

Satz 6.1.13. Sei U = Ur(0), 0 < R < c0. Sei a € EY(U), d(a) = 0. Dann gibt es 3 € E(U) mit dB = a.

Beweis. Sei a = fdx + gdy. Wir werden eine explizite Stammfunktion konstruieren:

1
Blx,y) = /0 fltz, ty)x + g(tz, ty)ydt, (z,y) € U.
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In der Tat: .
0B(z.y) « / of 99
o), <tax (tw, ty)x +t o (tx, ty)y + f(tz,ty))dt

_of

=3y

- /01 ( (jf(tx ty) + f(tz, ty)) dt

H~

bda
= | Gertes. e

Bei * wurde Differentiation und Integration vertauscht, dies ist erlaubt, da der Integrand fiir alle ¢ in Abhéngigkeit]

von z unendlich oft (insbesondere einmal stetig) differenzierbar ist. Wir haben am Schluss den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung verwendet. O

Fiir die Exaktheit an der Stelle £2 benétigen wir stéirkere Hilfsmittel, mit denen wir nun beginnen.

6.2 Integration von Differentialformen und der Satz von Stokes

Definition 6.2.1. Sei v : [0,1] — U eine C'-Kurve und o = fdx + gdy eine glatte 1-Form. Wir schreiben
Y(t) = (72 (t),7y(t)) fiir den Real- und Imaginérteil. Das Wegintegral ist definiert als

/a _/ iy d% Delt) gy (())d”#(t)dt.

Das Wegintegral fﬂ/ f(2)dz = fol F(y(@®)Y (t)dt, welches wir in Definition 2.1.5 definiert hatten, ist offensicht-
lich ein Spezialfall hiervon. Wie in Lemma 2.1.10 erhalten wir als unmittelbare Umformulierung des Hauptsatzes
der Integral- und Differentialrechnung:

Lemma 6.2.2. Sei F € £(U) und o = dF € EY(U) ihre dupere Ableitung. (Man nennt F dann auch Stamm-
funktion der 1-Form «.) Dann gilt

/ dF = F(y(1)) - F(2(0).

Fine analoge Aussage gilt auch fiir Formen hoheren Grades. Wir beweisen nur folgenden Spezialfall. Fiir
eine glatte 2-Form w = fdx A dy, mit f € £(U) derart, dass f auBerhalb einer kompakten Teilmenge K C U

verschwindet, setzen wir
/ wi= / f(z,y)dzdy.
U K

Satz 6.2.3. (Satz von Stokes fiir 2-Formen (Spezialfall)) Sei 0 <r < R < co und A :={z € C,r < |z| < R}
ein Kreisring mit Radien r und R. Sei w € EY(U) eine 1-Form auf U D A (wie immer U offen in C). Dann gilt

/ w:/dw.
0A A

Hierbei ist auf der linken Seite 0A = {|z| = R} U{|z| = r}, wobei das Wegintegral auf dem ersten Teil gegen
den Uhrzeigersinn, auf dem zweiten Teil im Uhrzeigersinn gemeint ist.

Beweis. Sei w = fdx + gdy. Nach Definition von dw miissen wir zeigen

/ <8g — 8]‘) dxdy = / fdx + gdy — / fdz + gdy.
r<|z|<R or 9y |z|=R |z|=r

(Hierbei ist nun bei beiden Integralen rechts die gewohnliche Orientierung gemeint.) Es reicht, den Fall 0 < r(<
R) zu betrachten, dann folgt mit lim,_,o die Behauptung auch fiir r = 0.
Sei vorerst w = gdy. Wir fithren Polarkoordinaten ein und berechnen mittels Ubungsaufgabe 6.5.3:

z = pexp(if),
T = pcosb,
y = psin,

dx = dpcosf — psindb,
dy = dpsin + pcos0db,
dx N\ dy = pdpd?.
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(die Terme dp A dp und df A df verschwinden). Schreibe h(p, ) := g(pexp(if)). Dann gilt dw = 8—gdac ANdy =

o
Oh _ sinf Oh .
cos&—ap o8 Also:

/ dw = / @dmdy
A r<|z|<R O
- / <cos¢96h _ sinf ah) pdpdf
r<p<R,0<0<2r Op p 00

= / (cos HQ(ph) - ﬁ(h sin 9)) dpdf (hcos @ hebt sich auf )
r<p<R,0<0<2r1 op 00

= /9(:059 (/paap(ph)) d

:/h(R,H)RcosﬁdG—/h(R, 0)r cos 6do
0 0

:/ gdy—/ gdy.
|z|=R |z|=r

An der Stelle “*” haben wir verwendet (fiir festes p): [, %(h sin0)df = hsin 0]§=2" = 0.

Der Satz ist fiir w = gdy gezeigt, den Fall w = fdz fithrt man mittels einer Koordinatentransformation
(z,y) — (y, —x), die die Funktionaldeterminante 1 hat, auf den vorigen Fall zuriick. O

6.3 Das Lemma von Dolbeault
Wir haben nach wie vor die Surjektivitéit (von Garben auf U C C) von
d: & — &2
zu zeigen. In der Basis dz, dz von Tél) bedeutet dies, fiir & = fdzdz ein g, h € £(U) zu finden mit

d(gdz + hdz) = (% - %)dzc% (6.3.1)

Fiir spéitere Zwecke werden wir sogar folgende schiirfere Aussage zeigen, die (6.3.1) impliziert und damit den
Beweis von Theorem 6.1.12 abschlief3t.

Theorem 6.3.2. Sei 0 < R < oo und U :={z € C,|z| < R}. Fiir jedes f € E(X) gibt es g € E(X) mit

99 _

5 =1 (6.3.3)

Beweis. Wir zeigen die Aussage zundchst, wenn f kompakten Tréger hat. Definiere
L [ fz+9) =
=— | ——=d({ANdC.
o) = g [ L acndc

Die Funktion 1/|¢| ist auf jeder kompakten Teilmenge von C integrierbar (Ubungsaufgabe 6.5.5), damit ist ¢
wohldefiniert. AuBerdem ist g stetig nach = (und analog nach y) differenzierbar wegen

R LR
C

h—0,heR h ¢

_ Pl _
d¢ Nd¢ = /C a—i(z-i—()%d(/\d(,

da limy_,q w = %(z) (da f kompakten Triger hat, ist diese Konvergenz auf ganz C gleichmiifig). Die

rechte Seite ist stetig in z, d.h. g ist stetig nach x differenzierbar. Induktiv erhalten wir g € £(C).
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Wir zeigen nun (6.3.3):

9g : of =
QWZE EJBI?>0/C|>E 82( C)Cd(/\d(

9
. 9 (fz+0) - 9 (fe+Q) _alE+0)
= hgn e 9 ( c ) d¢ Nd( wegen o ( c ) = R
= —lim Z+O )
B . /|>e ( C
< ha=e ¢

= 2mif(z) + lim Md(

< Jigl=e ¢
=2mif(z).

Die Gleichung “*” ist der Satz von Stokes (Satz 6.2.3), angewandt auf den Kreisring {¢ < |¢| < R}, wobei
R so groB ist, dass f(z 4+ ¢) = 0 fiir alle |(| = R. Die letzte Gleichung gilt, da der Integrand M
Abhangigkeit von ¢ beschrénkt ist, da f differenzierbar ist.

Wir zeigen nun die Aussage im allgemeinen Fall. Sei hierzu U, := {z € C,|z| < R,}, wobei 0 < Ry <
R; < -+ < R eine monoton wachsende Folge mit lim R,, = R sei. Wir schreiben f = 3" f,,, wobei f, € E(U)
kompakten Tréger hat, der aufierhalb von U, liegt (d.h. f,|y, = 0). Wir kénnen nach dem ersten Teil g, € E(U)
finden mit 85%" = fn. Auf U, ist g, holomorph. Es gibt ein Polynom P, € Clz], ndmlich z.B. ein Teil der
Taylorreihe von g, |v, , so dass ||gn — Pallu, < 27" ist. (||¢||x = sup,ex |@(2)]). Sei dann

g = Z(gn - Pn)~

n
=:F,

Die Reihe ) F), ist auf U,, gleichméBig konvergent und fiir 7 > n ist F;|y, auBerdem holomorph. Nach dem Satz
von Weierstrafl (Folgerung 2.4.1) ist daher auch ), F; auf U,, holomorph und es folgt

az oz (ZF> o (ZE) :ihﬂ):f

>n

6.4 Berechnung einiger Kohomologiegruppen

Wir kénnen nun beginnen, einige einfache Kohomologiegruppen zu berechnen. Obwohl wir letztlich v.a. an
Kohomologie von Garben wie O, M, die komplex-analytischer Natur sind, interessiert sind, verwenden wir im
Zuge der Berechnungen auch Garben von £-Moduln. Hierzu dient:

Satz 6.4.1. Sei X eine Riemannsche Fliche. Wir nehmen an, dass die Topologie von X dem zweiten Abzdihlbarkeitsaxioml
gendigt, d.h. es gibt eine abzihlbare Basis der Topologie. (Man kann zeigen, dass diese Bedingung in Wahrheit
tiberfliissig ist, d.h. fiir jede Riemannsche Fliche gilt. Dies erfordert jedoch noch mehr analytische Vorarbeiten.)

Sei F = EF) oder E19) oder £V, Dann gilt

HY(X,F)=0 firi>1.

Beweis. Wir zeigen die Aussage unter Verwendung folgender Tatsache (diese benutzt, dass die Topologie
abzihlbar ist):

Lemma 6.4.2. Fiir jede offene Uberdeckung $ = (U;) von X gibt es eine subordinierte Teilung der Eins, d.h.
Funktionen ; € £(X) mit folgenden Eigenschaften:

1. suppv; C U;

2. jeder Punkt x € X hat eine Umgebung, die nur endlich viele der Mengen supp v, trifft.

3. S b =1
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Wir zeigen die Aussage nur fiir ¢ = 1. Siehe z.B. [Ive86, Theorem IV.2.2] fiir beliebiges i.

Sei (fi;), fi; € F(U;NU;) ein Représentant einer Kohomologieklasse in H! (U, F). Es gilt also auf U; N\U; NUy:
fit — fjr — fij = 0. Die Funktion 1 f;; lésst sich als glatte Funktion (bzw. glatte Differentialform) durch null
auf ganz U; fortsetzen. (Dies ist die Schliisselidee!), d.h. v;f;; € F(Ui). Setze g; := >, 4;fi;. Wegen der
Endlichkeitsbedingung an die 9, ist diese Summe lokal endlich, d.h. g, € F(U;). Auf U; N U; gilt nun:

9i— i =Y Urfir — Urfi 022 > nfi = fis-

k k

Folgerung 6.4.3. Sei U = {|z| < R} C C fiir R < co. Dann gilt
H'(U,C) = H(U,Z) = 0 fiiri > 1.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage fiir C-Koeffizienten. Die Aussage fiir Z-Koeffizienten kann aus dieser Aus-
sage abgeleitet werden (siche [For77, Satz 12.7]) oder alternativ auch mit rein topologischen Methoden bewiesen
werden.

Ausgehend von der exakten Sequenz (Theorem 6.1.12)

05Co&hetder o

setzen wir F := ker(d : &' — £2?) (Ubungsaufgabe 5.4.2) und erhalten mittels Folgerung 5.2.6 zwei exakte
Garbensequenzen
0-C—=>E&—-F =0,

0 F &5 &2 50.

Die hierzu gehorige lange exakte Kohomologiesequenzen lauten

0—C(U)—EWU)— F(U)—HY(U,C) - HY(E,C) — HY(U, F) — H3(U,C) — H*(E,C) — ...
~— —

Satz 6.4.1 Satz 6.4.1

0 0

Aulerdem ist E(U) — F(U) = {w € EY(U),dw = 0} nach Satz 6.1.13 surjektiv. Hieraus folgt H' (U, C) = 0
sowie Hi (U, F) = H*1(U, C) fiir i > 1. Mit der langen exakten Kohomologiesequenz zu 0 — F — £ — £2 — 0
erhélt man fiir ¢ > 3:

H(U, &Y — H°(U, £%) — HY (U, F) — HY(U,&Y) — HY(U, £?) — H*(U, F) — H*(U,&Y)
—— —— ——
=0 =0 =0

Aus der Surjektivitit von EY(U) — £2(U) (Theorem 6.3.2) sowie den obigen Verschwindungsaussagen folgt
HY(U, F) = 0 fiir 4 > 1 und hiermit auch H**(U, C) = 0 fiir i > 1. O

Bemerkung 6.4.4. Man kann zeigen: die Surjektivitit von E(U) — F(U) gilt allgemeiner sogar fiir einfach
zusammenhéngende Riemannsche Fliachen X anstelle von U.

Folgerung 6.4.5. Sei U = {|z| < R} C C fiir R < co. Dann gilt
HY(U,0) =0 firi > 1.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie eben, mittels der exakten Sequenz

050 —&% oD o, (6.4.6)

Beachte ker d” = O nach Definition holomorpher Funktionen. Zur Surjektivitit von d” (als Garbenmorphismus):
jede Form a € £V ist geschlossen, d.h. da = 0. Nach Satz 6.1.13 ist auf V' = {|z| < R} jede geschlossene
1-Form exakt, d.h. es gibt 8 € £(U), df = o. Wegen df = d'B +d"f € E10 @ £0D folgt d”’B = a.

Die lange exakte Kohomologiesequenz

0= OU) = EU) L €OV 5 HYU,0) = HL(U,E) =0

liefert dann die Behauptung fiir ¢ = 1. Fiir 4 > 1 haben wir ebenfalls wegen der langen exakten Sequenz und
Satz 6.4.1 Isomorphismen 4 '
0=H"YU,0) 5 H(U,0).
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6.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.5.1. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum, n := dim V. Konstruiere einen Iso-
morphismus, den sog. Determinanten-Isomorphismus

n

det : /\ V — C.
Ubungsaufgabe 6.5.2. Sei U C C. Zeige folgende Gleichheit von Elementen von £2(U):
da A dy = %dz Adz.

Ubungsaufgabe 6.5.3. Zeige fiir zwei glatte Funktionen f,g € £(U):

d(fg) = fdg + gdf.

Ubungsaufgabe 6.5.4. Zeige die folgenden alternativen Formeln fiir die dufere Ableitung von glatten Funk-
tionen bzw. glatten 1-Formen auf U C C:

9 3
a(f) = 8—:];(1:1: + 8ijcdy7
dg O
d(fdz + gdy) = (8Z - 5;) da A dy.

Ubungsaufgabe 6.5.5. Sei K C C kompakt. Zeige

1
/ —dzdy < oo.
K |2

Ubungsaufgabe 6.5.6. Zeige
HY(PY,0) =0.

Tipp: Die Uberdeckung P' = U; UU, (Notation wie in Definition und Lemma 3.1.6) erfiillt nach Folgerung 6.4.5
die Voraussetzungen von Lemma 5.3.5(ii).)



Kapitel 7

Der Satz von Riemann-Roch

Notation 7.0.1. In diesem Kapitel ist X eine kompakte Riemannsche Fléche.

7.1 Divisoren
Definition 7.1.1. Ein Divisor ist eine Abbildung
D:X -7,
die in fast allen Punkten (d.h. allen bis auf endlich viele) verschwindet.

Bemerkung 7.1.2. Wir schreiben einen Divisor auch als formale Linearkombination

D= Z D(z)z,

zeX

wobei nur endlich viele Summanden auftreten. Mit der offensichtlichen Summe D + D’ zweier Divisoren erhalten
wir eine abelsche Gruppe, die mit Div(X) bezeichnet wird.

Definition 7.1.3. Der Grad eines Divisors D ist definiert als

deg D := Z D(x).

reX
Wir erhalten so einen Gruppenhomomorphismus
deg : Div(X) — Z.

In Definition 2.5.6 und spéter allgemeiner fiir Riemannsche Fliachen in Definition 4.0.6 hatten wir fiir nicht
konstante meromorphe Funktion f : X — P! die Ordnung

ord,(f)

definiert. Falls f konstant a (a € C) ist, definieren wir zusétzlich

oo a=0

ordm(f)::{ 0 a0

Fir f € M(X)\ {0} gilt ord, f = 0 fiir fast alle x € X (andernfalls wire die Nullstellenmenge unendlich, hétte
wegen der Kompaktheit von X einen Haufungspunkt und damit wire f = 0 nach dem Identitéitssatz konstant).
Man iiberzeugt sich leicht (vgl. Bemerkung 2.5.7) davon, dass die Abbildung

M(X)\{0} = Div(X), f = (f) := D ordy(f)z

zeX
ein Gruppenhomomorphismus ist, d.h. (fg) = (f) + (g9), (f 71 = —(f).

Definition 7.1.4. Der Quotient
Div(X)/((f), f € M(X)\ {0})

heifit Divisor-Klassengruppe von X und wird mit Cl(X) bezeichnet.

7
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Nach Satz 4.0.11 ist fir f € M(X) \ {0} die Anzahl der Nullstellen von f gleich der Anzahl der Polstellen
(beide jeweils mit Vielfachheiten gezéhlt). Also gilt deg((f)) = 0 fiir f € M(X) \ {0}, d.h. wir erhalten

deg : CI(X) — Z.

Bemerkung 7.1.5. Die Bezeichnung Klassengruppe kommt auch in der Zahlentheorie vor, wobei M(X)\ 0 durch
F\ {0} ersetzt wird, wobei F' ein Zahlkorper ist und Div(X) durch formale Linearkombinationen der Form

> D

pESpec Of

ersetzt wird. Im Gegensatz zur Zahlentheorie, wo gezeigt wird, dass CI(F’) eine endliche Gruppe ist, ist C1(X)
i.A. unendlich. Man kann z.B. fiir eine elliptische Kurve E = C/A zeigen, dass fiir einen gewihlten Punkt
Py € E die Abbildung

E — ker C1°(E) := ker(deg : CI(E) — Z)

P— [P — P

eine Bijektion ist!
Definition 7.1.6. Sei D € Div(X). Sei
Op(U) :={f e M({U),ord, f > —D(x) fiir allex € U}
={f e M), (f) = -D} '
In Worten besteht Op(U) aus den meromorphen Funktionen (auf U) so dass gilt:

£ hat i eine Pollstelle von Ordnung héchstens D(z) D(z) >0
AT eine Nullstelle von Ordnung mindestens — D(z) D(z)<0.

Offenbar bildet Op eine Garbe.

Beispiel 7.1.7. Fir D =0ist Op = O.

Definition 7.1.8. Das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fléche ist definiert als
g := dimg H' (X, 0).

Beispiel 7.1.9. Nach Ubungsaufgabe 6.5.6 gilt g(P1) = 0. Man kann iiberdies zeigen: das Geschlecht einer
kompakten Riemannschen Fliche ist eine rein topologische Invariante, d.h. g(X) = ¢(Y), wenn X und Y
homéomorph sind. Bildlich ist das Geschlecht gegeben durch die “Anzahl der Henkel”, z.B. g(E) = 1 fiir eine
elliptische Kurve F.

e
Al
W~
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7.2 Der Satz von Riemann-Roch und erste Folgerungen

Wir haben nun alle Begrifflichkeiten zur Hand, um den Satz von Riemann-Roch zu formulieren. Es sei daran
erinnert, dass X durchweg eine kompakte Riemannsche Fléche ist.

Theorem 7.2.1. (Satz von Riemann-Roch) Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und D ein Divisor auf
X.

(i) Dann sind H°(X,Op) und H* (X, Op) endlich-dimensionale C-Vektorridume. (Insbesondere ist g = dim H' (X, O)}}
endlich).

(ii) Auferdem gilt
dimH°(X,0p) — dimH'(X,0p) =degD + 1 — g.

Der Beweis des Satzes zerfillt in zwei Teile: die Behauptung dim H (X, Op) < oo sowie die obige Gleichung.
Letztere ist eine recht formale Konsequenz der Garbentheorie, wihrend ersteres auf analytischem Weg, ins-
besondere unter Verwendung des Satzes von Montel (Satz 2.4.3) gezeigt wird. Bevor wir den Satz beweisen,
werden wir einige Folgerungen ziehen.

Folgerung 7.2.2. Sei X kompakt, a € X ein Punkt und g = g(X) das Geschlecht. Dann gibt es eine nicht-
konstante meromorphe Funktion f auf X, die

—1>ord,f > —(g+1),

erfillt (d.h. f hat in a einen Pol mindestens erster, und hdchstens (g+1)-ter Ordnung) und die an allen anderen
Punkten a’ # a holomorph ist.

Beweis. Wir wenden Theorem 7.2.1 auf den Divisor D = (g + 1)a an. Es folgt
dimH(X,0p) > degD +1—g = 2.

Es gibt also eine nicht-konstante Funktion f € H°(X,Op). Da f nicht konstant ist, wird jeder Wert s € P!
(mit Vielfachheiten) gleich oft angenommen, d.h. in a hat f in der Tat einen Pol. O

Folgerung 7.2.3. Es gibt eine holomorphe, eigentliche, nicht konstante Abbildung
p: X — P

mit degp < g+ 1. (Hierbei ist degp gemdif Satz 4.0.11 die Anzahl der Urbildpunkte f~1(s) fiir beliebiges s € P,
mit Vielfachheiten gezihlt).

Beweis. Die Abbildung f : X — P! aus Folgerung 7.2.2 nimmt den Wert co mit Vielfachheit < g+ 1 an. O
Folgerung 7.2.4. Jede kompakte Riemannsche Fliche X mit g(X) = 0 ist biholomorph zu P1.
Beweis. Eine einbliittrige (=injektive) holomorphe Abbildung ist nach Theorem 3.1.9(v) biholomorph. O

Als weitere Folgerung erhalten wir den Riemannschen Existenzsatz (fiir kompakte Riemannsche Fldchen).
Hiermit ist auch der Beweis des Hauptsatzes der Uberlagerungstheorie (Theorem 4.0.1, fiir Y kompakt) abge-
schlossen.

Folgerung 7.2.5. (Riemannscher Existenzsatz fiir kompakte Riemannsche Flichen X ) Seien aq,...,a, € X
paarweise verschiedene Punkte und c1,. .., c, € C beliebig. Dann gibt es eine meromorphe Funktion f € M(X)
mit f(a;) = ¢;.

Beweis. Aus Folgerung 7.2.2 erhalten wir meromorphe Funktionen f; € M(X), die in a; einen Pol haben und
iiberall sonst holomorph sind. Setze

o fi— fi(aj)
(- fila;) +1 € M(X)-

Es gilt g;(a;) = 0 und g;5(a;) = 1. Die Funktion

erfiillt dann die Behauptung. O
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7.3 Beweis des Satzes von Riemann-Roch

Wir beginnen nun mit dem Beweis des Satzes von Riemann-Roch. Wir stellen die Behauptung, dass alle auftre-
tenden Vektorrdume endlich-dimensional sind, zunéchst zuriick und beginnen mit einigen Betrachtungen iiber
das Verhalten von Op, wenn D variiert.

Definition 7.3.1. Wir schreiben D < D’ wenn D(z) < D'(z) fiir alle x € X gilt. In diesem Fall erhalten wir
eine offensichtliche Inklusion
Op — Opy,

(d.h. Op(U) C Op/(U) fiir alle U C X offen).

Lemma 7.3.2. Sei D < D' und sei S C X die (endliche) Teilmenge der Punkte {x € X,D(z) < D'(x)}. Sei
iy : {z} = X die Inklusion. Dann gibt es eine exakte Sequenz von Garben

0= Op = Op 5 Fp pr = (i) CEP @=L g, (7.3.3)
zeS

Beweis. Nach Definition von Op besteht der Halm Op , aus meromorphen Funktionskeimen f in x, deren
Laurent-Reihe von der Form

ist. Hieraus folgt eine exakte Sequenz

O%OD’I—)OD/J;ﬁ @ C—>0,
D’(z)—D(z)

wobel ¢, ([f]) = (CLV)_D(””)_1 Der Halm in y € X von Fp p ist nach Ubungsaufgabe 5.4.3 gerade 0 fiir y ¢ S

v=—D'(x)"
sowie C®PW)=DW) fiir y € S. Wenn wir also fiir f € Op/(U) definieren: ¢(f) = (¢ (f)), dann ist die obige
Sequenz (nach Definition von exakten Garbensequenzen) exakt. O

Die Garben Fp p- messen also den Unterschied zwischen Op und Op-. lIhre Kohomologie ist leicht zu
berechnen:

Lemma 7.3.4. Fiir zwei Divisoren D < D' gilt

. ; deg D’ —degD =0,
dlmCHZ(X,FD,D/):{ & 0 & §>0.

Beweis. Fiir i = 0 folgt die Aussage unmittelbar aus der Definition. Um die htheren Kohomologien zu be-
stimmen, sei eine Uberdeckung von X gegeben. Sie besitzt, da S (def. wie oben) diskret ist, eine Verfeinerung
U = (U;)er so dass in jedem U; hichstens ein Punkt aus S enthalten ist. Es geniigt, H (8, Fp p/) = 0 zu zeigen.
Wir wiihlen eine Wohlordnung “<” auf I und betrachten dann den Komplex C" (U, F) (Lemma 5.3.3), dessen
Terme definiert sind durch
C'WF) = J[ FW,N--nU).
G0 <i1 < <in

Fir F' = Fp pr diese Gruppe fiir n > 1 aber 0, denn in U;NU; (fiir ¢ < j) ist kein Punkt aus S enthalten, also ist
Fp p/(U; NU;) = 0. Damit verschwindet auch die Kohomologie des Komplexes H™(C" (U, F)) =2 H* (W, F). O
Beweis von Theorem 7.2.1(ii) unter Annahme von Theorem 7.2.1(i). (a) Fiir D = 0 gilt Op = O und dimc H°(X, O) =}

1, denn auf einer kompakten Riemannschen Fléche sind die einzigen holomorphen Funktionen nach Liouville

(Theorem 3.1.9(vii)) konstant. AuBerdem ist g := dim H!(X, ©), d.h. die Formel gilt (quasi nach Definition

von g).

(b) Seien D < D’ zwei beliebige Divisoren. Wir zeigen, dass die Formel fiir D gilt genau dann, wenn sie
fir D' gilt. Wir verwenden hierzu die lange exakte Kohomologiesequenz die aus (7.3.3) resultiert (alle
H(—) == H'(X,-))

0 — H(Op) = H(Op/) = H(Fp,p/) — HY(Op) — H (Op/) — H' (Fp pr) "2 0,
Setzen wir V := imH%(Op/) — H°(Fp, p/) so spaltet sich diese exakte Sequenz auf in zwei kurze exakte

Sequenzen, namlich
0— HO(OD) — HO(OD/) -V =0
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0— HFpp) /V-—HY(Op)—HY(Op)—0. (7.3.5)
N———
dim=deg D’ —deg D

Jede exakte Sequenz 0 - A — B — C — 0 von C-Vektorrdumen spaltet, insbesondere gilt dim B =
dim A 4+ dim C. Wenden wir dies auf die obigen Sequenzen an, erhalten wir

dim H*(Op) — dimH (Op) = (dim H*(Op/) — dim V) — (dim H*(Fp p/) — dim V — dim H*(Op)
= dimH%(Op/) — dimH'(Op/) — deg D’ + deg D.

Also ist die Zahl dim H°(Op) — dim H}(Op) — deg D von D unabhingig.
(c) Aus den ersten beiden Schritten folgt die Behauptung fiir jeden Divisor D > 0.

(d) Schliellich, fiir beliebiges D gibt es einen Divisor D' > 0 der D’ > D erfiillt. Also gilt die Behauptung auch
fir D.
O

Im folgenden Beweis wird der Satz von Montel (Satz 2.4.3) und der Satz von Schwartz verwendet. Um letzte-
ren anwenden zu konnen, sei daran erinnert, dass der C-Vektorraum O(U) mit der Topologie der gleichméBigen
Konvergenz auf Kompakta versehen ist. D.h. nach Definition konvergiert eine Folge (f,)nen C O(U) gegen
f:U — C genau dann, wenn fiir jedes Kompaktum K C U gilt

lim |fn — f|K =0.
n—oo

Wir wissen aus dem Satz von Weierstrafl (Folgerung 2.4.1), dass dann automatisch f € O(U) gilt, d.h. f
ist holomorph. Mit anderen Worten: die Familie von Normen {| — |k } kct kompakt definiert eine Topologie auf
O(U) beziiglich derer O(U) vollstandig ist. Man kann iiberdies die Menge aller Kompakta durch eine abzéhlbare
Teilmenge ersetzen, ohne die resultierende Topologie zu dndern. Daher ist O(U) ein Fréchet-Raum im Sinne
folgender Definition:

Definition 7.3.6. Ein topologischer C-Vektorraum V heifit Fréchet-Raum, wenn es eine abzihlbare Familie
von Halbnormen | — |;, i € N gibt, beziiglich derer V vollstindig ist. (Eine Halbnorm ist eine Abbildung
| —|:V = R2%mit |z +y| < |z|+ |y| und [Az| = |A||z| fiir A € C.)

Bemerkung 7.3.7. Zum Vergleich: ein Banach-Raum ist ein topologischer C-Vektorraum, der beziiglich einer
(einzelnen) Norm | — | vollsténdig ist. Jeder Banach-Raum ist also ein Fréchet-Raum, aber nicht umgekehrt:
man kann z.B. zeigen, dass O(U) mit der obigen Topologie kein Banach-Raum ist.

Definition 7.3.8. Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen zwei topologischen C-Vektorrdumen heifit
kompakt, wenn es eine Umgebung A 3 0 gibt, so dass f(A) relativ kompakt ist, d.h. f(A4) kompakt in W ist.

Bemerkung 7.3.9. Eine kompakte Abbildung ist beschrinkt und damit stetig.
Es ist bekannt (wird aber im folgenden nicht benétigt): fiir einen Banachraum V ist id : V' — V genau dann
kompakt, wenn V endlich-dimensional ist.

Der Satz von Montel, in der Formulierung wie er in Bemerkung 2.4.4 angegeben wurde, liefert uns ein
entscheidendes Beispiel fiir einen kompakten Operator:

Folgerung 7.3.10. Sei U eine offene Teilmenge von C und V' € U eine relativ kompakte Teilmenge (d.h.
V C U kompakt). Dann ist die Restriktionsabbildung

r:OU) = OW), f— flv
ein kompakter Operator.

Beweis. Die Teilmenge
A:={feO), SuB|f(:L‘)| <1}
zeV
ist eine Umgebung der 0 in O(U), denn V ist kompakt. Nach Bemerkung 2.4.4 ist r(A) € O(V) relativ kompakt
genau dann, wenn r(A) beziiglich der Familie der Normen | — | (K C V kompakt) beschréinkt ist. In der Tat:
fir f € Aund K C V kompakt gilt K C V (Abschluss in U) und damit

|flx < sup |f()] < 1.
zeV
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Theorem 7.3.11. (Satz von Schwartz) Seien V,W Fréchet-Riume und f,g : V — W stetige lineare Abbil-
dungen. Es sei [ surjektiv und g sei kompakt. Dann gilt

dim(F/im(f + g)) < o0.
Beweis. Siehe [Ser]. O

Beweis von Theorem 7.2.1(i). Aus den exakten Sequenzen (7.3.5) folgt fiir D < D': H'(Op) ist endlich dimen-
sional genau dann, wenn H!(Op/) es ist und ebenso fiir H? anstelle von H!. Mittels der gleichen Argumentation
wie im obigen Teil sieht man hieran (i =0, 1):

dimH (X, 0) < oo = dim H (X, Op) < coV¥D € Div(X).

Wie oben bereits bemerkt wurde, gilt dimc H(X, O) = 1, d.h. die Endlichkeit von dim H°(X, Op) fiir alle D
ist bewiesen.

Wir zeigen nun (g :=)dim H}(O) < co. Jeder Punkt € X hat eine Koordinatenumgebung (U, 2) (d.h.
z € U und eine Karte z : U — V C C) mit z,(x) = 0 und 2,(U) = U2(0) (der Ball in C mit Radius 2). Die
offene Uberdeckung

X = | %' @o)
zeX
hat wegen der Kompaktheit von X eine endliche Teiliiberdeckung. Wir schreiben (V1,z1),...,(Vy, z,) fiir die
zugehorigen Karten. Neben 20 = {V;}7_, betrachten wir noch die grébere Uberdeckung 8 = {U; = z; ' (U2(0))}.
Dann ist V; € U; (€ bedeutet “relativ kompakt”, d.h. V; ist kompakte Teilmenge von Uj;).
Nach Definition (Definition 5.3.1) ist der Cech-Komplex fiir die Garbe O definiert als

C*(V) := C*(V,0) == {00@, 0) L o'(3,0) L *(,0) - ]

— Do) L Powinv) L P ovinvn) = ...

i<j i<j<k

Hierbe ist d°((/)) = (/i — f;) und d((fiy) = (fyx — fin + fr). Sei Z(B) := kerd! : C}() — C*(%) sowie
analog fiir Z!(4l). Wir betrachten die Abbildung

= (dy,r) : C°(V) & Z' () — Z1(D),
wobei 7 : Z1(4) — Z1(0) die Restriktionsabbildung ist. Wir wenden den Satz von Schwartz auf
(d%,0) = —r: C°' (V) Z*(YU) — Z' (V)
an:

e 1) ist surjektiv, denn r ist surjektiv: verwende hierzu, dass die offenen Teilmengen in beiden Uberdeckungen
holomorph zu offenen Biillen in C sind, d.h. nach Folgerung 6.4.5 gilt H*(V;,0) = 0 fiir n > 0. Nach
Lemma 5.3.5 gilt also H*(X,0) = H*(0,0) = H" (4, O).

¢ Beide Abbildungen sind stetig (klar nach Definition der Topologien).

e 7 ist kompakt: dies ist genau die Aussage von Folgerung 7.3.10, wenn wir Z(0) durch C'(0) ersetzen.
Ersterer ist aber als Kern der stetigen Abbildung d ein abgeschlossener Unterraum, hieraus folgt die
Kompaktheit von r : Z1(U) — Z1 (7).

Also ist HY(20,0) = Z'(20)/ imd}y; endlich-dimensional. O

Bemerkung 7.3.12. Der Beweis zeigt sogar allgemeiner, dass H"(X,Op) endlich-dimensional fiir n > 0 und
D € Div(X) ist. Man kann jedoch zeigen: H*(X,Op) = 0 (Ubungsaufgabe 7.4.1) fiir n > 2, daher verzichten
wir auf die hierfiir nétigen minimalen Ergénzungen.

7.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.4.1. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliiche und D ein Divisor auf X . Zeige H* (X, Op) =
0 fiir n > 2.

Tipp: reduziere zunéchst wie im Beweis von Theorem 7.2.1 auf den Fall D = 0. Verwende dann die exakte
Sequenz

05 0eh 0D
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Ubungsaufgabe 7.4.2. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und D ein Divisor auf X mit deg D < 0.

Zeige
H°(X,0p) = 0.

Tipp: verwende, dass fiir jede nicht konstante meromorphe Funktion f : X — P! jeder Wert s € P! (mit
Vielfachheiten) gleich oft angenommen wird. Was ergibt sich also fiir f € H(X,Op)?
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Kapitel 8

Serre-Dualitat

Die fundamentale Riemann-Roch-Gleichung
dimH*(X,0p) — dimH(X,0p) =degD +1—g
haben wir bisher nur insofern ausgenutzt, als dim H*(X, Op) > 0 ist und sich hieraus die Ungleichung
dimH(X,0p) >degD +1—g

ergibt. Fiir prizisere Anwendungen ist es wichtig, den Term H!(X, Op) genauer zu bestimmen und insbesondere
ein Kriterium zu erhalten, wann dieser Korrekturterm verschwindet. Wie wir in Kiirze sehen werden, ist dies
eine direkte Anwendung von Serre-Dualitét (Theorem 8.2.4):

Theorem 8.0.1. (Serre-Dualitét fir Riemannsche Flichen) Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und D
ein Divisor auf X. Dann gibt es eine perfekte Paarung (von endlich-dimensionalen C-Vektorriumen, i € Z)

Hi(X,0p) x H(X,Q_p) -5 H(X, Q) 23 C. (8.0.2)

Insbesondere ist dim H' (X, Op) = dim HY (X, Q_p).

Die Garbe Q_p, sowie das sog. Cup-Produkt “U” und die Residuenabbildung Res werden wir in Kiirze
definieren (Definition 8.1.15, Definition 8.1.19, Definition 8.1.9).
Zur Erinnerung: eine perfekte Paarung von zwei C-Vektorrdumen

p:VxW—=C
ist eine bilineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass die induzierten Abbildungen
V - W*:=Hom(W,C),v — (w — p(v,w))

W — V* :=Hom(V,C),w — (v +— p(v,w))

Isomorphismen sind. Falls V' und W endlich-dimensional sind (wie im obigen Fall), dann geniigt es, eine der
beiden Bedingungen zu iiberpriifen (Ubungsaufgabe, benutze hierzu dass die natiirliche Abbildung W — W**
im Fall dim W < oo ein Isomorphismus ist). In diesem Fall besagt eine perfekte Paarung insbesondere, dass

dimV =dim W
gilt. In der obigen Situation erhalten wir also

dimHY(X,0p) = dimH' 7/ (X,Q_p). (8.0.3)

8.1 Differentialformen auf Riemannschen Fliachen

Notation 8.1.1. In Section 8.1 sei X eine Riemannsche Fliche. (Kompaktheit wird hier nicht benétigt).

Wir sammeln einige weitere Begriffe iiber Differentialformen, die wir benétigen, um die Garben Q_p und
die Abbildung res, die in der Serre-Dualitéit auftauchen, zu definieren.
Fiir U C X offen definieren wir

EWU):={f:U — C, f ist glatt in einer Karte um jeden Punkt a € U}.
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Hierbei heifit “glatt in einer Karte”: fiir a € U und eine Kartenumgebung a € U’ 2Evicc (mit U’ C U) ist
die Komposition 2= o f : V/ — C eine glatte Abbildung im iiblichen Sinn. Man iiberlegt sich sofort, dass dies,
genau wie auf X C C, eine Garbe definiert. Die Halme &, an einem Punkt a € X sind wiederum Ringe mit
(maximalem) Ideal m, :=ker(&, — C,[f] — f(a)) und es gibt eine exakte Sequenz

0—m2—sm, »TW=C? 0.

Fiir f € E(U) ist wiederum d,(f) := (f — f(a)) mod m?2 € TV . Eine k-Form auf U C X ist eine Abbildung

i
w:U—)l_l/\TC(Ll)7

die jeden Punkt a € U auf ein Element in /\k Tél) abbildet.
Falls z wie oben eine Karte um a ist, ist beispielsweise

dz: U —| |V

a—r dgz

eine 1-Form.
Definition 8.1.2. Eine 1-Form w heifit holomorph, wenn sie fiir jede Karte z (s.0.) von der Form
w = fdz

ist, wobei f € O(U). Holomorphe 1-Formen bilden eine Garbe (wie man leicht priift), die mit © bezeichnet
wird.

Ebenso sind glatte 1- und 2-Formen analog zu Definition 6.1.9 definiert: sie sind lokal von der Form fdz+ gdz
bzw. fdz Adz mit f,g € E(U).

8.1.1 Pullback von Differentialformen

Fiir die Integration von 2-Formen und den Beweis des Satzes von Riemann-Hurwitz benétigen noch den sog.
Pullback von Differentialformen. Sei f : X — Y eine holomorphe Abbildung zwischen (nicht notwendig kom-
pakten) Riemannschen Flichen. Wir hatten fiir eine offene Teilmenge U C Y bereits die Abbildungen

FPEU) = E(F7HU), 0U) = O(fHU)), f*(9) = fog

betrachtet. Sei a € X ein Punkt. Bilden wir colim f(,)cy (direkter Limes oder filtrierter Kolimes iiber alle offenen
Umgebungen U C Y von f(a)), erhalten wir

[* 1 Ep(ay = colim gy E(U) = colimygyep E(f 1 (U)) = colimgey E(V) = &E,.

Der rechte Kolimes lduft iiber alle offenen Umgebungen V' von a. Die rechte Abbildung existiert, da die Teilmen-
gen f~1(U) insbesondere auch offene Umgebungen von a sind. Wie bisher bezeichnet m, := ker(&, — C, [g] —
g(a)). Dann gilt f*(ms(,)) C m, und demzufolge auch f*(mfc(a)) C mZ. Wir erhalten also eine Abbildung auf
den Kotangentialraumen

frerg), =T
und damit auch einen Pullback auf (nicht notwendig glatten) Differentialformen auf U zu denen auf f=(U).
Fiir glatte Funktionen g1, g2;93 : U — C gilt

[ (g1dg2) = (f*g1)d(f" g92),
[ (g1dga Ndgs) = (f*g1)d(f*g2) ANd(f"g3),

wie man sofort anhand der Definition von dgo nachpriift: (f*(dg2))(a) = f*(g2—g2(f(a))) = (g20f)—g2(f(a)) =
d(ga o f)(a) =d(f*g2)(a). Ebenso gilt, wenn f holomorph ist, dass f* holomorphe bzw. meromorphe Differen-
tialformen bewahrt.
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8.1.2 Integration von Differentialformen

Um die Abbildung res : H'(X,Q) — C zu definieren, benstigen wir einen weiteren Nachtrag zur Integration
von 2-Formen.
Sei zuniichst U C C offen und w € £2(U) eine glatte 2-Form, d.h. w = fdx A dy. Falls f kompakten Triiger

hat, dann definiere
/ w = / f(x)dzdy
U U

als das gewohnliche (z.B. Lebesgue-)Integral.
Lemma 8.1.3. Fulls ¢ : V — U biholomorph ist, so gilt

/w:/go*w.
U 1%

Beweis. Sei ¢ = u+iv die Zerlegung in Real- und Imaginérteil sowie w = fdx A dy. Die Transformationsformel
der Analysis 2 besagt:

/ fdxdy = / (¢* f) - | det Dpldzdy.
U 1%

u v
Hierbei ist Dy := ( gz g > die Jacobi-Matrix. Andererseits ist

oy Oy

pw = (e*dx) A (¢*dy) = d(x o @) A (y o p) = du A dv = det Dpdx A dy. (8.1.4)

Die Gleichheit ganz rechts gilt aus folgendem Grund (sei a = e + if): fiir einen Punkt a € U gilt u =

u(a) + (%) (a)(x—e)+ (g—'y‘) (a)(y — f) + Terme hoherer Ordnung, wobei “Terme hoherer Ordnung” bedeutet:

Elemente von m2. Also gilt du = u — u(a) mod m2 = (%) (a)dz + (%Z) (a)dy. Wir berechnen also (vgl.
Ubungsaufgabe 6.5.1)

du v
du A dv = (ugdz + uydy) A (vzda + u,dy) = det < gr 9z > dzx N dy.
By By

Es bleibt also zu zeigen, dass det Dy > 0. Dies folgt aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen:

Ju  Jv ou v ou Ov
Dp=det| 92 9z )=det( 9 s ) =(=—)24+(=)2>0.
S B SR SRS
(bzw. genauer gilt sogar “> 07, da ¢ biholomorph ist, d.h. Dy ist invertierbar). O

Bemerkung 8.1.5. Der entscheidende Punkt (und nur hier ging ein, dass ¢ holomorph und nicht nur glatt war)
ist
det Dy > 0.

D.h. ein biholomorphe Abbildung bewahrt die Orientierung. Hieraus folgt, dass Riemannsche Flachen automa-
tisch orientiert sind. Z.B. ist es also unmoglich, auf einem Mébiusband oder einer Kleinschen Flasche (die nicht
orientiert sind) eine komplexe Struktur zu definieren.

Wir erweitern diese Definition nun fiir 2-Formen auf einer Riemannschen Fliache X:

Definition 8.1.6. Sei w € £2(X) eine glatte 2-Form mit kompaktem Triger

suppw := {a € X,w(a) #£0(e /\Tél))}.

Wiihle eine offene Uberdeckung von X durch Karten i = (Uj, z;). Da supp w kompakt ist, gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung durch Uy,...,U,, die suppw iiberdecken. Wihle eine subordinierte Teilung der Eins (Lem-
ma 6.4.2) f; € £(X),i=1,...,n.

[ =§ J 5 =g R

Beachte hierzu, dass fv(zfl)*(fiw) nach Lemma 8.1.3 wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Karte
z; ist. Man iiberzeugt sich sofort davon, dass f  w auch unabhéngig von der Wahl der Uberdeckung &I, der
Teiliiberdeckung sowie der Teilung der Eins ist.
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Lemma 8.1.7. Sei X eine Riemannsche Fliche. Dann haben wir eine exakte Sequenz

00—l e2 g (8.1.8)

Beweis. Dies ist dhnlich wie in (6.4.6): Q ist der Kern von d” im Wesentlichen nach Definition. Offenbar ist in
der Zerlegung £ = £1:0) ¢ £01) 4, €2 die Einschriinkung von d” auf den zweiten Summanden gerade 0. D.h.
die Surjektivitit von d, die wir in Theorem 6.1.12 bewiesen hatten, impliziert die von d”. O

Definition 8.1.9. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Wir betrachten die lange exakte Kohomologie-
sequenz zu (8.1.8):
HO(X, 19 & HO(X, %) - HY(X,Q) —» HY(X, L) = 0.

Sei )
res:= — [ —:H°(X,£%) — C.
211 X

(Diese Abbildung faktorisiert eindeutig iiber die Residuenabbildung res : HY(X,Q) — C, denn

/dw:/ w:/w:O.
X e 0

Die erste Gleichheit ist hierbei der Satz von Stokes, der mittels einer Teilung der Eins auf den Satz von Stokes
auf Gebieten der Form U = Ug(0) (Satz 6.2.3) zuriickgefithrt werden kann.)

8.1.3 Meromorphe Differentialformen
Definition 8.1.10. Sei U C X offen, a € U und w eine holomorphe 1-Form auf U \ {a}. Dann gilt, lokal um a
beziiglich einer Karte z, die a auf 0 abbildet:

w= fdz f € O\ {a}).
Wir sagen, dass w einen Pol k-ter Ordnung hat und schreiben

ord,w =k,

oo
V=—00

wenn dies fiir f gilt (d.h. wenn wir f als Laurent-Reihe f =
ar # 0). Wir bezeichnen aulerdem mit

a,z¥ darstellen gilt a,, = 0 fiir alle v < k,

res,w := a_1(=res, f).
Lemma 8.1.11. Sowohl die Polordnung als auch das Residuum sind unabhdngig von der Wahl der Karte z.

Beweis. Siehe [For77, §9.9] fiir einen Beweis, basierend auf der Gleichung (8.1.4). Die Idee ist, dass die Karten-
wechselabbildung ¢ zwischen der Karte z und einer anderen Karte w biholomorph ist und daher keinen Beitrag
zu Ordnung und Residuum liefert. O

Bemerkung 8.1.12. Der strukturelle Hintergrund hinter dem obigen Begriff ist wie folgt: es gibt den Begriff des
Tensor-Produkts von Garben, welches die Eigenschaft hat, dass es sich mit der Halmbildung vertragt:

(FRgH)q =F,®c, H.
Um z.B. die Ordnung im Punkt a zu definieren, benétigen wir eine Abbildung
MY 0.7
wobei i : {a} — X. Aquivalent hierzu ist eine Abbildung
MY - 7,
Diese erhélt man ohne Diskussion von Koordinaten usw. mittels
MY =Q®o M —i.Z

da Q lokal um jeden Punkt a isomorph zu O ist (Ubungsaufgabe 8.3.1). Dann ist M, der Quotientenkorper des
diskreten Bewertungsrings O, (Ubungsaufgabe 2.7.14). Fiir einen beliebigen Erzeuger @ des Hauptideals in O,
gilt daher
./\/l,(ll) = U w"Qy, ﬂ w"Q, =0
neZz neEZ

Hiermit ist ord,w die kleinste (automatisch wohldefinierte) Zahl, so dass w € w™(Q, liegt.
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Definition 8.1.13. Sei U C X offen. Eine meromorphe 1-Form auf U ist eine holomorphe 1-Form w, die auf
einer offenen Teilmenge U’ C U definiert ist, so dass gilt:

e U\ U’ ist diskret,
e w hat in jedem Punkt in U \ U’ einen Pol.
Meromorphe 1-Formen bilden (wie man leicht priift) eine Garbe M),
Notation 8.1.14. Sei X im folgenden stets eine kompakte Riemannsche Fliche und D, D’ Divisoren auf X.

Definition 8.1.15. Die Garbe Qp ist wie folgt definiert:
Qp((U) := {w e MOU),ordyw > —D(a) Va € U}.

Beispiel 8.1.16. Genau wie fiir D = 0 gilt: Oy = O, gilt auch Qy = Q, die Garbe der holomorphen Differenti-
alformen.

Definition 8.1.17. Der Divisor (w) € Div(X) einer meromorphen 1-Form w # 0 ist definiert als
(w) == Z ord,wa.
aeX

(Die Summe ist wie beim Divisor einer meromorphen Funktion endlich.) Ein Divisor, der sich auf diese Weise
(fiir beliebiges w € MM (X)) erhalten lisst, heiit kanonischer Divisor. Im folgenden sei

K

stets ein kanonischer Divisor.

Lemma 8.1.18. Sei 0 # w € MW cine meromorphe 1-Form. (Beispielsweise w = df mit f € M(X)\ C, diese
existiert nach Folgerung 7.2.2.) Fir einen beliebigen Divisor D und einen kanonischen Divisor K = (w) ist die

Abbildung
Opt+x — Qp, f = fw

ein Isomorphismus (von Garben auf X ).

Beweis. Es geniigt, Wohldefiniertheit der Abbildung, Injektivitat und Surjektivitit lokal in einer Karte (U, z)
zu priifen, da Op;x und Qp beides Garben sind. Sei w = hdz mit h € M(U). Dann ist (w) = (h) = K (auf
U). Fiir f € Opyx(U), dh. (f) > —=D — K ist (wf) = (w) + (f) > =D, d.h. die Abbildung nimmt Werte in
QD an.

Wir definieren eine Umkehrabbildung: jede Form a € Qp (U) schreibt sich eindeutig als o = gdz, g € Op(U),
d.h. (g) > —D. Wir definieren eine Umkehrabbildung mittels

g g/h € M(U).
Es gilt (g/h) = (9)—(h) > =D —K, d.h. g/h € Op(U). Offenbar ist dies in der Tat eine Umkehrabbildung. O
Wir kénnen nun die Formulierung der Serre-Dualitét vervollstdndigen.
Definition 8.1.19. Das Cup-Produkt
H(X,Q_p) x H(X,0p) — H(X,Q)

ist die durch
Q_D X OD — Q,(w,f — wf)

induzierte Abbildung. Genauer ist sie wie folgt definiert: fiir w € H(X, Q_ p) und eine beliebige offene Uberdeckungl]
#l von X betrachten wir die Abbildung

wU—:C™"U 0p) =-C™ (4, Q)
(fio ..... in) ’—>(Wfio ..... in)

Man priift sofort nach, dass dies ein Komplex-Homomorphismus ist und daher eine Abbildung auf der Koho-
mologie, also
wU—:H"(U,0p) — H" (4, )

induziert. Obige Abbildung entsteht nach Bildung von colimg;.
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8.2 Der Satz von Riemann-Hurwitz

Wir illustrieren die Bedeutung von Serre-Dualitéit mit einigen Anwendungen. Wir beginnen mit einer Umfor-
mulierung des Satzes von Riemann-Roch. Wir fiihren folgende Schreibweise ein:

Definition 8.2.1. Sei D ein Divisor auf einer kompakten Riemannschen Fliche X. Dann ist
x(D) := x(Op) := dimH(X,Op) — dim H' (X, Op)

= Z )¥dimH*(X,0p) (Ubungsaufgabe 7.4.2)
i€Z

die Euler-Charakteristik von D (oder von Op).

Der Satz von Riemann-Roch besagt dann also gerade:
x(D)=degD+1—g
Satz 8.2.2. Fiir jeden kanonischen Divisor K = (w), w € MM (X)\ {0} gilt
deg K = 2g — 2.
Beweis. Dies folgt mittels Q_x =2 O aus Serre-Dualitét

deg K = x(Ok) —1+g¢ (Theorem 7.2.1)
= —x(0)—1+g (8.0.3)
=29 — 2.

Beispiel 8.2.3. Das Geschlecht einer elliptische Kurve E = C/A (Beispiel 3.1.7) ist 1:

g(E)=1.

In der Tat, die 1-Form w = dz auf C induziert eine nicht verschwindende 1-Form (die ebenfalls mit dz bezeichnet
wird) auf E, da die Projektion C — E lokal um jeden Punkt a € C biholomorph ist. Offenbar hat w weder Pole
noch Nullstellen, d.h.

0 = deg(w) =29 —2

liefert g = 1.

Theorem 8.2.4. (Riemann-Roch via Serre-Dualitit) Sei X kompakte Riemannsche Fliche, K ein kanonischer
Divisor auf X und D ein beliebiger Divisor. Dann gilt

dimH(X,0p) —dimHY(X,0x_p) =degD +1—g
Insbesondere gilt fir deg D > 2g — 2:
dimH%(X,0p) =degD +1—g

Beweis. Nur die letzte Aussage ist neu; sie folgt aus Satz 8.2.2: deg(K — D) = 2g— 2 —degD < 0 und
Ubungsaufgabe 7.4.2: H(X, Ok _p) = 0. O

Wir kommen nun zum Satz von Riemann-Hurwitz. Seip : X — Y eine (automatisch eigentliche) holomorphe,
nicht konstante Abbildung zwischen Riemannschen Fléchen. Zur Erinnerung: die Bldtterzahl ist die Anzahl der
Urbildpunkte (mit Vielfachheiten geziihlt) eines beliebigen Punktes s € Y. Die Verzweigungsordnung eines
Punktes 2 € X ist definiert als die Zahl k so dass, lokal um z, p biholomorph zur Abbildung z ++ 2* ist (siche
Definition 4.0.6). Der Verzweigungsort {z € X, ord,x > 1} ist diskret und damit wegen der Kompaktheit von
X endlich. Der Verzweigungsindex von p in x ist definiert als

by (p) := ordpx — 1

und die Gesamtverzweigungsordnung von p ist definiert als

= Z b.p.

reX
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Theorem 8.2.5. (Satz von Riemann-Hurwitz) Mit diesen Begriffen gilt

b
gx—1=§+n(gy—1).

Beweis. Wihle eine meromorphe Differentialform w € M®)(Y)\ {0}. Dann ist auch p*w meromorph und # 0.
Sei x € X, y = p(x). Wir kénnen nach Theorem 3.1.9 Koordinaten-Umgebungen (U, z) von « und (U’, w) von
y withlen mit der Eigenschaft, dass z(z) = 0, w(y) = 0 sowie

U——V
e
U ——=Vv.
Hierbei ist k = ord,p. Sei w = fdw mit f € M(U’). Dann folgt auf U:
prw=p"fdpw) = f(F)k" e
Demnach ist
ord, (p*w) = byp + ord,p - ord,w.

Bilden wir > so erhalten wir

zeX)

deg(p*w) = Zordw(p*w)

:Z Z ord, (p*w)

VeY zep—1(x)

= Z Z byp + ord,p - ordyw

yeY zep—1(x)

= Z bep+n Z ordyw wegen Z ord,p=n

zeX yey z€f~1(y)
=b(p) + ndegw
Wegen degw = 2gy — 2, deg(p*w) = 2gx — 2 folgt die Behauptung. O
Beispiel 8.2.6. Sei F = C/A eine elliptische Kurve und

I S (s pyvs

die Weierstra3-Funktion zu A. Im Beweis von Lemma 2.5.22 hatten wir gesehen, dass p in z = 0 einen Pol 2.
Ordnung hat und ansonsten keine Pole hat. Aufgefasst als Abbildung

p:E— P!

ist also n = 2. Der Satz von Riemann-Hurwitz besagt also b = 4. )
Um die Verzweigungspunkte explizit zu beschreiben verwenden wir die Uberlagerungstheorie. Wir kennen
(Satz 3.1.13) den Funktionenkérper von E:

M(E) = M(PH[t]/t* — 42° — goz — g3

wobei z € M(P') die Standardkoordinate (korrespondierend zu id : P* — P) ist und g, := 603 A~* und
g3 := 140 3" A6 gewisse Konstanten (die von A abhingen) sind.
Nach Theorem 4.0.1 besteht also ein kommutatives Diagramm mit einem (biholomorphen) Isomorphismus

Yok

Yy .=P!

wobei (X, p) die in Satz 4.2.15 konstruierte Riemannsche Fliche ist. Die Abbildung g ist in einem Punkt e € E
genau dann verzweigt, wenn p in ¢(e) verzweigt ist.
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Nach Konstruktion von X betrachten wir das Polynom
P(t) =t* 4+ s € M(PYH[t],

S = —(4z3 + g2z + g3). Die Diskriminante von P ist

A:=A(P):=R(P,P) = = 4s.

O O w
O N O
N O =

Wir betrachten die Teilmenge Y’ C Y wo einerseits s holomorph ist und wo andererseits A(y) nicht verschwindet,
d.h. wo s(y) # 0, 00. Es gilt also
Yl = Pl \ ({)\07 )\17 )\27 )\3}) )

wobei die A1, A2, A3 € C die Nullstellen von s sind und )¢ := co. Die Einschrinkung von p auf X’ := p~1(Y”) ist
unverzweigt (und hat wie p und p den Grad 2). Fiir jedes y € P! besteht das Urbild p~!(y) also entweder aus 2
Punkten, in denen p jeweils unverzweigt ist, oder aus einem Punkt z, in dem p verzweigt ist mit ord,p = 2. Fiir
y € Y’ tritt notwendigerweise die erste Variante ein. Wir kénnen also Riemann-Hurwitz wie folgt anwenden:

4:b:2(ordmp71): Z (ordp—1) < Z 1<4

z€X z:p(z)€Y’ p(x)=X\;

(die erste Abschitzung wegen ord,p < 2, zur zweiten beachte dass a priori die 3 Nullstellen auch zusammenfallen
koénnten, d.h. dass s a priori mehrfache Nullstellen haben kénne.) Es gilt also in beiden Fillen Gleichheit, d.h.
die 3 Nullstellen von s sind verschieden und g ist genau in den Punkten e verzweigt, wo

p(e) = 0o bzw. p(e) = A1, A2, A3

gilt.

8.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 8.3.1. Sei D ein Divisor auf einer kompakten Riemannschen Fliche (die Kompaktheit ist
unwesentlich).

(i) Zeige dass es fiir jeden Punkt z € X eine offene Umgebung U gibt so dass Op(U) # 0.
(ii) Zeige dann, dass fiir f € Op(U) \ {0} die Abbildung
OU) = Op(U),g— gf
ein Isomorphismus ist.

Man fasst beide Aussagen zusammen, indem man sagt, dass Op ein Geradenbiindel oder auch lokal freier
O-Modul vom Rang 1 ist.
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Fréchet-Raum, 81
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Fundamentalgruppoid, 46

93
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Funktor, 46

Garbe, 62
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Geradenbiindel, 92
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Gruppoid, 46

Halm, 63

Hauptzweig des Logarithmus, 21
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kompakt, 81

komplex differenzierbar, 7
komplexe Karte, 37
komplexe Struktur, 37
komplexer Kotangentialraum, 70
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konstante Préagarbe, 62
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Pullback, 86
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Satz von Schwartz, 82
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Torsor, 20
transitiv, 48
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unverzweigt, 44
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Verzweigungspunkte, 9, 44
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wesentliche Singularitéit, 24
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