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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Definitionen und erste Beispiele

Notation 1.1. Im folgenden sei G stets eine Gruppe und k ein Koérper.

Definition 1.2. Eine Darstellung von G iiber k ist ein Gruppenhomomorphismus
m: G — GL(V),

wobei V' ein beliebiger k-Vektorraum ist, GL(V) die Gruppe der k-linearen Automorphismen von V ist. Der
Vektorraum V heifit der zugrundeliegende Vektorraum, man nennt dim V' auch Grad der Darstellung.

Wenn klar ist, welche Abbildung 7 gemeint ist, sagt man auch, dass V' eine Darstellung von G ist.

Um den Korper k£ zu betonen spricht man auch von einer k-Darstellung oder fiir kK = C oder £k = R von
einer komplexen bzw. reellen Darstellung.

Bemerkung 1.3. Anders ausgedriickt, besteht eine G-Darstellung auf einem Vektorraum V' aus Endomorphismen
m(g) : V — V, die folgende Bedingungen erfiillen:

e 7(eq) =idy (eq ist das neutrale Element)
e w(g)om(h) =m(g-h) fir alle g, h € G.
(Hieraus folgt dann auch 7(g~ ') = n(g)~*.)

Beispiel 1.4. Fiir die triviale Gruppe G = {1} ist eine G-Darstellung also einfach ein Vektorraum.

Eine Darstellung von G = Z ist also dquivalent dazu, einen Vektorraum V anzugeben, zusammen mit einem
(k-linearen) Isomorphismus f : V' — V. (Dieser ist ndmlich das Bild der 1 under 7 : Z — GL(V).)

Eine Darstellung von G = Z/n ist dquivalent dazu, einen Vektorraum V anzugeben, zusammen mit einer
linearen Abbildung f : V — V derart, dass

" =idy

gilt. Wir werden in Kiirze (Folgerung 2.4 und vollstéindiger in Folgerung 5.12) sehen, dass Darstellungen endlicher
abelscher Gruppen verhéltnisméBig leicht zu verstehen sind. Ein wesentliches Interesse der Darstellungstheorie
liegt daher in nicht-abelschen Gruppen.

Beispiel 1.5. Die Darstellungen vom Grad 1, d.h. dim V' = 1 sind gerade die Gruppenhomomorphismen
m: G — GL(k).
Da die rechte Gruppe abelsch ist (!), faktorisiert 7 eindeutig iiber die Abelianisierung

G = Gap == G/[G,G] — GL(k)

Hierbei ist [G, G] die Kommutator-Untergruppe, also die Untergruppe, die von den Elementen xyz~!y~! mit

z,y € G erzeugt wird.

Definition 1.6. Die triviale Darstellung ist gegeben durch V' = k (d.h. der Grad ist 1) und den trivialen

Gruppenhomomorphismus
G — GL(k) = k*,

der alles auf idg (bzw. 1 € k*) abbildet. Diese Darstellung wird mit 1 oder nur mit 1 bezeichnet. (Die
Bezeichnung 1 wird klar werden, wenn wir das Tensorprodukt von G-Darstellungen eingefiihrt haben.)
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Beispiel 1.7. Die symmetrische Gruppe S, ist die Gruppe der Permutationen der Menge {1,2,...,n}. Die
Gruppe G = S3 wird erzeugt durch die Elemente z = (12), y = (123) mit den Relationen 22 = 1, y3 = 1
und yz = zy? (Ubungsaufgabe 1.32). Eine Ss-Darstellung ist also gleichbedeutend dazu, einen Vektorraum V
anzugeben, sowie zwei Isomorphismen

m(x),m(y): V=V

die gerade den obigen Relationen geniigen, d.h. 7(x)?(= 7(z) o m(z)) = idy usw. Welche Darstellungen gibt es
hier? Wir betrachten dies im Fall k = C.
Fiir dim V' = 1 haben wir einerseits die triviale Darstellung (mit 7(z) = m(y) = idy), sowie die sog. Signums-
Darstellung, gegeben durch
7(x) = —idg, 7(y) = idg.

Dies sind die einzigen Darstellungen von S3 vom Grad 1.

Fir dimV = 2 konnen wir
0 1 w 0
ww= (] 5 )mw=(% &) (19)

withlen, wobei w eine 3. Einheitswurzel in C ist (so dass w? = w™!). Man priift sofort nach, dass dies eine S3
Darstellung ist. Den tieferen Grund fiir die Existenz dieser Darstellung werden wir erst spéter verstehen, als
eine sog. induzierte Darstellung der Untergruppe As in S3, siehe Beispiel 7.25.

Wie in anderen Gebieten der Mathematik auch interessiert man sich fiir Abbildungen zwischen solchen
Objekten, die die gegebene Struktur bewahren. Wenn eine G-Darstellung 7 : G — GL(V') gegeben ist, schreiben
wir oft auch g : V — V fiir 7(g).

Definition 1.9. Eine G-lineare Abbildung zwischen zwei G-Darstellungen V' (d.h. genauer 7 : G — GL(V) und
W (d.h. p: G — GL(WV)) ist eine k-lineare Abbildung f : V — W so dass fiir alle g € G das Diagramm

v—w

L, L

V—W

kommutiert. Wir schreiben Homeg (V, W) fiir die Menge der G-linearen Abbildungen.

Eine G-lineare Abbildung, die bijektiv ist, heiit G-linearer Isomorphismus. Falls es zwischen V und W einen
G-linearen Isomorphismus gibt, heiflen die Darstellungen auch dquivalent oder auch isomorph.

Wir bezeichnen mit Rep,; oder Rep (k) die Kategorie deren Objekte die G-Darstellungen sind und deren
Morphismen die G-linearen Abbildungen.

Bemerkung 1.10. Die Bedingung, dass zwei Darstellungen dquivalent sind, ist stérkere Bedingung als die Be-
dingung, dass die Vektorrdume V und W (ohne Betrachtung der Darstellungsstruktur) isomorph sind, siehe
Beispiel 1.7 fiir ein Beispiel. Dennoch sprechen wir abkiirzend oft nur davon, dass V und W isomorph sind und
weisen explizit darauf hin, wenn wir von nicht notwendig G-dquivarianten Abbildungen oder Isomorphismen
sprechen.

Die Einschréankung zu einem Koérper der Charakteristik 0 sorgt dafiir, dass 1g, nicht isomorph zur Signums-
Darstellung ist. Der Fall, dass die Charakteristik von k die Gruppenordnung einer endlichen Gruppe G teilt,
d.h.

chark|iG

wird als modulare Darstellungstheorie bezeichnet, sie ist wesentlich anspruchsvoller als die “gewhnliche” Dar-
stellungstheorie, die sich auf den Fall
chark { 4G

beschréinkt. Insbesondere ist hierin der Fall chark = 0 eingeschlossen, der fiir Anwendungen z.B. in der Physik
und Chemie vollig ausreichend ist.
Eine der Hauptfragen der Darstellungstheorie ist:

Frage 1.11. Welche Darstellungen hat eine gegebene Gruppe G?

Der folgende sog. Satz von Maschke gestattet uns, diese Frage zu vereinfachen. Wir bendtigen hierzu etwas
Terminologie.

Definition 1.12. Eine Unterdarstellung V' C W ist ein Unter-k-Vektorraum derart dass Einschrénkung der
G-Wirkung auf W gerade die G-Wirkung auf V ist. Aquivalent hierzu ist: fiir jedes g € G, v € V ist g - v (die
G-Wirkung in W) wieder in V' enthalten.
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Offenbar hat jede G-Darstellung V' zwei Unterdarstellungen, ndmlich 0 und V selbst.

Definition 1.13. Eine Darstellung V ist irreduzibel, wenn V # 0 und es aufler 0 und V keine weiteren Unter-
darstellungen gibt.

Beispiel 1.14. Sei wieder G = S3. Wir betrachten die Darstellung V = C3, die auf den Standard-Basisvektoren
e1, €2, 3 gegeben ist durch
oe; = €o(i)s

wobei o : {1,2,3} — {1, 2,3} eine Permutation in Ss ist, d.h. o permutiert die Basisvektoren. Eine Darstellung,
wo G durch permutieren der Basisvektoren wirkt, wird auch Permutationsdarstellung genannt.
Diese Darstellung hat eine Unterdarstellung, ndmlich

0C {Me1+ex+e3),AeC} V.
Diese Darstellung ist also nicht irreduzibel.

Beispiel 1.15. Jede 1-dimensionale Darstellung ist irreduzibel. Auflerdem ist ie Ss-Darstellung in (1.8) irre-
duzibel: eine 1-dimensionale Unterdarstellung wiirde bedeuten, dass es r = (ry,r2) € C? gibt, der fiir die z-
und die y-Wirkung ein Eigenvektor ist, d.h. xr = Ayr, yr = Agr. Ausrechnen liefert (ro,71) = A1 (71, 72) sowie
wry = Aar1, W2ry = Agro. Die einzige Losung hierfiir ist 7 = (0,0).

Definition 1.16. Seien V und W zwei G-Darstellungen. Die direkte Summe ist definiert als V & W (als
zugrundeliegender Vektorraum) zusammen mit der G-Wirkung

g-(v,w):=(g-v,9-w).

Theorem 1.17. (Satz von Maschke) G sei endlich und es gelte chark t §G (z.B. chark = 0, etwa k = Q oder
k = C). Jede endlich-dimensionale G-Darstellung V' ist isomorph zu einer Darstellung der Form

é‘fi,
i=1

wobei die V; irreduzibel sind.

Definition 1.18. Die Menge der irreduziblen G-Darstellungen bis auf Isomorphie wird mit Irrep, oder genauer
Irrep (k) bezeichnet.

Dieses Theorem fiihrt Frage 1.11 auf folgende Frage zuriick:

Frage 1.19. Welche irreduziblen Darstellungen hat eine gegebene Gruppe G? Insbesondere: wie viele irreduzible
Darstellungen hat G?7

Definition 1.20. Die Konjugation eines Gruppenelementes x mit einem anderen Element g ist definiert als

gzg~".

Man sagt, * und y € G sind konjugiert (Notation: z ~ y), wenn es g gibt mit y = grg~?.
Man {iiberpriift sofort (Ubungsaufgabe 1.37), dass die Relation “z ~ y” eine Aquivalenzrelation ist und
bezeichnet die Aquivalenzklassen als Konjugationsklassen von G.

Das folgende Theorem besagt, dass die Wirkung von G auf anderen Objekten (d.h. Vektorrdumen) wesentlich
durch die innere Struktur (die Konjugationsklassen) bestimmt wird:

Theorem 1.21. G sei endlich und k sei algebraisch abgeshlossen und es gelte chark t $G (z.B. gilt dies fiir
k = C). Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist dann gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G.

Beispiel 1.22. Die Konjugationsklassen der .S, sind in Bijektion zu den Partitionen von n, d.h. den Zerlegungen
n:>\1—|—...+)\k’

Fiir S5 erhalten wir die 3 Partitionen 3 =1+1+1,3 =2+ 1, 3 = 3, d.h. S3 hat (bis auf Isomorphie) 3
irreduzible Darstellungen. Dies miissen also die obigen sein.
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Beispiel 1.23. In einer abelschen Gruppe G ist stets grg~! = x, d.h. 2 ~ y ist #quivalent zu x = y. Also gibt

es genau #G viele (einelementige) Konjugationsklassen, also §G viele irreduzible Darstellungen.

Betrachten wir speziell den Fall G = Z/n. Wie eingangs bemerkt wurde, ist eine 1-dimensionale G-Dar-
stellung dquivalent zur Angabe einer n-ten Einheitswurzel ¢ € k*. (Fiir k algebraisch abgeschlossen und mit
p 1 chark) gibt es genau n von diesen. Man iiberzeugt sich (durch direkte Rechnung oder bequemer mittels
Theorem 1.25), dass zwei solche Darstellungen zu ¢; und ¢ nur dann isomorph sind, wenn ¢; = (o gilt. Wir
erhalten eine vollstéandige Beschreibung der irreduziblen G-Darstellungen:

Irrep(Z/n) = {¢ € k™, (" =1}
Definition 1.24. Die Darstellung k[G] oder auch kG besteht aus dem Vektorraum
V := Abbg, (G, k)

aller Abbildungen f : G — k mit endlichem Trdger, d.h. f(x) = 0 fiir fast alle (=alle bis auf endlich viele
z € G). Die G-Wirkung ist wie oben definiert, d.h.

(9- f)z) = flg~ " x).
(Uberpriife, dass g - f € Abbg, (G, k) und dass dies eine Darstellung definiert!)

Als Vektorraum ist Abbg, (G, k) isomorph zu @, k, d.h. dim kG = §G. Das folgende Theorem zeigt, dass
diese Darstellung fiir endliche Gruppen G von wesentlicher Bedeutung ist:

Theorem 1.25. G sei endlich, k sei algebraisch abgeschlossen und es gelte chark { G (2.B. k = C). Dann gibt
es einen Isomorphismus (von G-Darstellungen)

Hel= @ e

Vi€lrreps (k)

Hierbei durchliuft die direkte Summe alle irreduziblen G-Darstellungen, jede von ihnen taucht dimV; mal (als
Summand) auf.
Insbesondere gibt es (wegen dim k[G] = #G) nur endlich viele irreduzible Darstellungen.

Durch Abzidhlen der Dimensionen erhilt man sofort:

Folgerung 1.26. Unter den obigen Voraussetzungen an G und k gilt
iG= ) (dmV;)%
Vi€lrrepg (k)

Die Bildung irreduzibler Darstellungen geht also nicht ins Uferlose. Auflerdem gestattet einem das Korollar
gelegentlich, die Suche nach irreduziblen Darstellungen abzubrechen:

Beispiel 1.27. Die triviale Darstellung 1, die Signums-Darstellung sgn sowie die in (1.8) angegebene Darstellung
sind (bis auf Isomorphie) die einzigen irreduziblen Darstellungen von Ss (vorausgesetzt chark 1 6). In der Tat

893 =6 =12+ 1% 4 22,
so dass es keine weiteren irreduziblen Darstellungen geben kann.

FEine weitere Frage ist:

Frage 1.28. Gegeben eine Darstellung V. Wie bestimmt man die sog. Multiplizitit einer irreduziblen Darstel-
lung W in V', d.h. die Anzahl der direkten Summanden vom Typ W, die in der Zerlegung von V in irreduzible
Summanden vorkommen?

Fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper k mit chark 4 $G wird diese Frage durch die sog. Charak-
tertheorie beantwortet.

Definition 1.29. Sei 7 : G — GL(V) eine endlich-dimensionale G-Darstellung. Der Charakter von © (oder
kiirzer: der von V') ist die Funktion

Xr: G = kg tr(V L V),

die Spur des Endomorphismus, der durch g gegeben ist. (Fiir eine beliebige Basis v1,...,v, von V mit g -v; =
Zj a;jv; gilt also x(g) = >, ai;.)
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Der Charakter bestimmt eine Darstellung schon vollstdndig (daher der Name!) und beantwortet auch die
Frage nach den Multiplizitédten:

Theorem 1.30. Sei k algebraisch abgeschlossen und chark {1 §G (2.B. k = C). Dann sind zwei endlich-
dimensionale G-Darstellungen V. und W isomorph genau dann, wenn ihre Charaktere gleich sind, d.h.
XV = Xw-
Wenn tberdies W irreduzibel ist, ist die Multiplizitit von W in V' gegeben durch
1 _
ﬂiG Z xv(g)xw(g™).

geG

1.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1.31. Sei A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € R3. Wir lassen Sz auf A C R? operieren, indem
die z,y, z2-Koordinaten permutiert werden. Wir betrachten den 3-dimensionalen Vektorraum V' der Funktionen
von A — C. Welche Zerlegung (als direkte Summe, wie in Theorem 1.17) in irreduzible Ss-Darstellungen hat
V?

Ubungsaufgabe 1.32. Verifiziere die in Beispiel 1.4 angegebene Darstellung von Ss durch Erzeuger und
Relationen.
Zeige, dass die Zuordnung o — (—1)%"(?) einen Isomorphismus
(S3)ab — {£1}(= Z/2)

induziert. Verifiziere hiermit die Beschreibung der 1-dimensionalen Darstellungen von S3 in Beispiel 1.7.
Verifziere dass die angegebene 2-dimensionale Darstellung in der Tat eine Darstellung ist.
Zeige, dass die triviale Darstellung von S3 nicht dquivalent zur Signums-Darstellung ist.

Ubungsaufgabe 1.33. Zeige, dass die Darstellung in (1.8) dquivalent zur folgenden 2-dimensionalen komplexen

Darstellung ist:
0 1 -1 -1
p($)—<1 0>,p(y)—< 1 0 )

Ubungsaufgabe 1.34. e Bestimme die Charaktere der drei irreduziblen Darstellungen von Ss als Funk-

tionen
53 — C.

e Bestimme die Konjugationsklassen in Ss, d.h. die Aquivalenzklassen beziiglich der Relation “z € G ist zu
y € G konjugiert.”
e Formuliere eine Vermutung zu den Werten von Charakteren und Konjugationsklassen.

e Beweise diese Vermutung.
Ubungsaufgabe 1.35. Sei G eine Gruppe. Zeige dass die Abelianisierung
Gab

in der Tat abelsch ist. Zeige auflerdem, dass fiir jede abelsche Gruppe H jeder Gruppenhomomorphismus
f : G — H eindeutig iiber G}, faktorisiert, d.h. dass es ' : G,, — H gibt, so dass

f=fom,
wobei 7 : G — G}, die kanonische Abbildung ist.
Bestitige die Aussage in Beispiel 1.5.

Ubungsaufgabe 1.36. Sei G endlich. Zeige, dass k[G] dann genau eine 1-dimensionale Unterdarstellung hat,
namlich
V=k-(1,...,1) C k[G].
Zeige auflerdem, dass k[G] fiir §G = oo keine 1-dimensionale Unterdarstellung hat.

Ubungsaufgabe 1.37. Zeige, dass die Konjugationsrelation z ~ y (Definition 1.20) eine Aquivalenzrelation
ist.
Zeige, dass die Konjugationsklassen in S,, durch Partitionen gegeben sind.

Ubungsaufgabe 1.38. Sei G = Z/n. Gib n paarweise nicht isomorphe, eindimensionale komplexe G-Dar-
stellungen an. Welche reellen (d.h. £ = R) eindimensionale Darstellungen hat G?

Ubungsaufgabe 1.39. Sei f : V — W eine G-iquivariante Abbildung zwischen zwei G-Darstellungen. Zeige,
dass ker f und im f Unterdarstellungen von V bzw. W sind.
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Kapitel 2

Das Lemmma von Schur

Notation 2.1. In diesem Kapitel sei G eine nicht notwendig endliche Gruppe.

Das Lemma von Schur ist eine genauso einfache wie grundlegende Tatsache, die wir im Folgenden nahezu re-
gelméBig anwenden werden: sie kontrolliert das Verhalten von Abbildungen zwischen irreduziblen Darstellungen
auf sehr einschneidende Weise.

Lemma 2.2. Eine G-dquivariante Abbildung f : V — W zwischen irreduziblen G-Darstellungen ist entweder 0
oder ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 1.39 sind ker f und im f Unterdarstellungen. Nach Definition von Irreduzibilitét
ist entweder ker f = V' (d.h. f = 0) oder ker f = 0. Im letzteren ist f injektiv. Wiederum wegen Irreduzibilitét
gilt im f =0 (d.h. f =0) oder im f = W. Im letzeren Fall ist f bijektiv, also ein Isomorphismus. O

Folgerung 2.3. (Lemma von Schur) Seien V,W zwei irreduzible, endlich-dimensionale G-Darstellungen. Sei
auflerdem k algebraisch abgeschlossen (z.B. k = C). Dann tritt genau eine der beiden Mdéglichkeiten ein:
1. 'V ist isomorph (als G-Darstellung) zu W und es gilt

dimy, Homg(V, W) = 1.

(Insbesondere gilt dimy Homg(V, V) = 1, also bestehen die G-dquivarianten Abbildungen V. — V genau aus
den skalaren Vielfachen von idy .)

2. 'V ist nicht isomorph zu W und es gilt
Homeg(V,W) = 0.

Beweis. Wenn V' nicht isomorph zu W ist, gibt es nach obigem Lemma keine (von null verschiedene) G-
dquivariante Abbildung f:V — W.
Wenn V' = W, kénnen wir 0.E. V' = W annehmen. Eine G-dquivariante Abbildung f : V' — V hat (da

k-algebraisch abgeschlossen ist) einen Eigenwert A € k. Es ist dann h := f — X\ - idy eine G-dquivariante
Abbildung (!) mit nicht-trivialem Kern. Wiederum nach obigem Lemma gilt dann A =0, d.h. f = X - idy, d.h.
die Behauptung. O

Folgerung 2.4. Sei k wieder algebraisch abgeschlossen und G eine (nicht notwendig endliche) abelsche Gruppe.
Dann ist jede irreduzible (endlich-dimensionale) G-Darstellung 1-dimensional.

Beweis. Im Gegensatz zu einer beliebigen Gruppe, wo eine Darstellung 7 : G — GL(V) ist, nimmt fiir G
abelsch m Werte in Autg(V) := {f € GL(V),7(9)(f(v)) = f(7(g9)(v))Vg € G} (bzw. kiirzer geschrieben als
gf(v) = f(gv)) an: in der Tat, fiir jedes h € G gilt
G abelsch
m(g)(mw(h)(v)) = w(gh)(v) = "=""m(hg)(v) = m(h)(m(g)(v)).

Da V irreduzibel ist gilt nach Schurs Lemma jedoch Autg (V) = {A-idy, A € k}. Damit ist jeder Untervektorraum
W C V automatisch G-stabil, da G mittels Vielfachen der Identitdt wirkt, die jeden Unterraum fest lassen. [

Beispiel 2.5. Die Bedingung an k (algebraisch abgeschlossen) ist in Schurs Lemma (und der direkten Folgerung
Folgerung 2.4) in der Tat notwendig: sei G = Z/3 und betrachte die Q-Darstellung V = Q?2, die den Erzeuger

1€ Z/3 auf
0 -1
a=(1 1)

abbildet. (Man priift nach, dass A3 = id gilt, d.h. dies liefert in der Tat eine G-Darstellung). Andererseits ist
V irreduzibel: eine G-Unterdarstellung 0 C W C V miisste 1-dimensional sein, d.h. es gébe einen Eigenvektor.
Die Eigenwerte von A sind jedoch gerade die 3. Einheitswurzeln, diese sind nicht rational. Widerspruch.

11
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2.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.6. Sei G eine beliebige Gruppe und V eine G-Darstellung. Zeige, dass V irreduzibel ist
genau dann, wenn fiir jedes v € V' \ {0} gilt: der von Guv := {gv, g € G} erzeugte Unterraum ist ganz V.

Ubungsaufgabe 2.7. 1. Sei V eine irreduzible G-Darstellung iiber einem Korper k. Sei z € Z(G) (das
Zentrum). Zeige mittels Lemma 2.2, dass es A\, € k™ gibt mit

Z-v =N\, .

Hierbei ist links die durch die Darstellung gegebene Wirkung von z auf v, rechts die gew6hnliche skalare
Multiplikation gemeint.

2. Zeige, dass die Zuordnung z — A, einen Gruppenhomomorphismus
Z(G) — k*
definiert. Man nennt ihn den sog. zentralen Charakter von V.
Ubungsaufgabe 2.8. Sei G endlich. Zeige, dass jede irreduzible G-Darstellung endlich-dimensional ist.
Ubungsaufgabe 2.9. Das Zentrum einer Gruppe G ist definiert als Z(G) := {x € G|zy = yz Yy € G}.
1. Die Heisenberg-Gruppe H C GL3(k) besteht aus den Matrizen

1 b
0 c
0 1

o~ Q2

mit a,b, ¢ € k. Bestiitige (z.B. durch explizite Rechnung), dass es sich in der Tat um eine Untergruppe der
GL3(k) handelt. Bestimme das Zentrum Z(H).

2. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige mit Hilfe des Lemmas von Schur (ohne explizite Rech-
nung mit Matrizeneintrégen), dass das Zentrum von GL,, (k) gerade aus den Diagonalmatrizen besteht.

Tipp: zeige, dass k™ mit der kanonischen GL;,(k)-Wirkung eine irreduzible Darstellung ist (nutze z.B.
Ubungsaufgabe 2.6). Was hat Z(GL,, (k)) mit Homqr,, (1) (K™, k") zu tun?

Ubungsaufgabe 2.10. Wir betrachten V' = R? als Darstellung der Gruppe G' = SO5(R) = {4 € SLy(R), A* =
A~'}, indem eine Matrix A € G auf v € V durch Linksmultiplikation wirkt. Zeige, dass V eine irreduzible G-
Darstellung ist (mittels Ubungsaufgabe 2.6). Bestimme Endg(V) und gib somit ein weiteres Gegenbeispiel zu
Schurs Lemma an, wenn k nicht algebraisch abgeschlossen ist.

Ubungsaufgabe 2.11. Sei k nicht notwendig algebraisch abgeschlossen, G eine Gruppe und V eine irreduzible
G-Darstellung. Zeige, dass Endg (V) dann ein Schiefkérper ist, d.h. dass jedes Element f € Endg(V) \ {0}
invertierbar ist.



Kapitel 3

Halbeinfachheit

Notation 3.1. In diesem Kapitel ist G eine endliche Gruppe und k ein Korper. Auflerdem gelte:
chark { 4G

(oder dquivalenterweise §G # 0 in k).

In diesem Kapitel geht es um das Konzept der Halbeinfachheit. Dieses ist (evtl. ohne diesen Namen) aus
der linearen Algebra bereits bekannt, wo gezeigt wird, dass jeder Untervektorraum W C V ein Komplement
besitzt, d.h. einen anderen Untervektorraum W’ mit der Eigenschaft, dass die natiirliche Abbildung

WeaoeWw =V, (w,w)—w+uw

ein Isomorphismus ist. Diese Tatsache benutzt ganz wesentlich, dass k ein Korper ist. Z.B. fiir Z-Moduln ist die
Aussage falsch: der Untermodul 2Z C Z besitzt kein Komplement.

Die Darstellungstheorie im Fall chark { §G &hnelt in dieser Hinsicht der linearen Algebra, wie der Satz von
Maschke besagt.

Definition 3.2. Die Invarianten einer G-Darstellung sind
V.= {veV,gv=nofir alle g € G}.

Die Koinvarianten sind
Vg :=V/{gv—v,g € G,v eV}

Offenbar ist V¢ eine Unterdarstellung von V. (Dies gilt fiir jede Gruppe.) AuBerdem ist V& (bzw. Vg) der
grofite Unterraum (bzw. der grofite Quotientenraum) von V', auf dem G trivial operiert (Ubungsaufgabe 3.19).

Lemma 3.3. Sei V eine G-Darstellung. Dann ist VC ein direkter Summand (als G-Darstellung) von V.
Beweis. Wir betrachten die sog. Norm-Abbildung

Ng:vw ng.
geG

A priori ist sie eine lineare Abbildung V' — V. Ihr Bild liegt jedoch in V¢, aulerdem faktorisiert sie iiber V7, d.h.
wir haben Vg N6, G Die Komposition V& -V — Vg N6, G it gerade die Multiplikation mit #G. (¢ ist die
=N
Inklusion.) Indem wir durch G teilen, erhalten wir also eine G-dquivariante Abbildung 7 : V — Vg (i et
mit 7o ¢ = idyc, d.h. V& ist ein direkter Summand (als G-Darstellung) von V. O
Definition 3.4. Sei V eine G-Darstellung und W eine H-Darstellung. Wir machen
Hom(V, W)
zu einer G x H-Darstellung, indem (g,h) € G x H auf f: V — W wie folgt operiert:
((9.h) - f)(v) = hf(g~v).

Fiir G = H ist oft auch die Einschrinkung dieser G x G-Wirkung auf G = {(g,9),9 € G} C G x G
wichtig. Wir schreiben ebenfalls Hom(V, W) fiir diese G-Darstellung, d.h. der zugrundeliegende Vektorraum ist
Hom(V, W) und g € G operiert auf f als

(9- fw) = gf(g™ v). (3.5)

13
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Insbesondere wenden wir dies auf die triviale Darstellung W = 1 (Beispiel 1.4) an und definieren die duale
Darstellung oder kontragrediente Darstellung als

V* := Hom(V, 1).

Der Grund fiir das g—! (anstelle von gv) wird klar, wenn man mittels Bemerkung 1.3 nachpriift, dass es sich
hierbei in der Tat um eine Darstellung handelt.

Beispiel 3.6. Seien V,W zwei G-Darstellungen. Dann gilt nach Definition Hom(V,W)¢ = Homg(V, W).
(Hierbei wird Hom wie in (3.5) als G-Darstellung aufgefasst.)

Theorem 3.7. (Satz von Maschke) Sei V' eine G-Darstellung und W C V' eine G-Unterdarstellung. Dann gibt
es eine weitere G-Unterdarstellung W' mit der Eigenschaft

V=weaeWw.

Beweis. Wéhle eine Basis von W und ergénze sie zu einer Basis von V. Die neu hinzugekommenen Basisvektoren
spannen einen Unterraum Z C V auf so dass V = W @ Z eine Zerlegung als direkte Summe von Vektorrdumen
(nicht notwendig G-Darstellungen) ist.

Sei f : V. — W die zugehorige Projektionsabbildung. Wir wenden Lemma 3.3 auf die G-Darstellung
Hom(V, W) an. Nach Definition gilt (Hom(V, W))¢ = Homg(V, W). Die Inklusion Homg (V, W) C Hom(V, W)
hat also einen Schnitt 7. Wenden wir dies auf f € Hom(V, W) an, erhalten wir

1
Homg(V,W) 3> r:=x(f) = ﬁ—GZgofog_l.
geG
Firwe W gilt g~ -w e W
T(W):izg~f(g’l'w):izg~g*1w:w-
ﬁGgEG TngEG

Damit gilt r|y = id. Also ist r ein G-dquivarianter Schnitt der Inklusion W C V. Dies liefert uns dies eine
Zerlegung als direkte Summe von G-Darstellungen (!)

kerr & W —s V.
O

Folgerung 3.8. (Satz von Maschke, 2.) Jede endlich-dimensionale G-Darstellung V ist isomorph zu einer
Darstellung der Form

SrAZ

i=1

wobei die V; irreduzible Unterdarstellungen von V' sind.

Beweis. Dies folgt per Induktion nach der Dimension: wenn V nicht irreduzibel ist, gibt es eine G-Unter-
darstellung 0 C W C Vund V=W & W' mit dim W’ < dim V. O

Die Zerlegung in irreduzible Komponenten ist nicht eindeutig: bereits fiir G = 1 ist die Zerlegung eines
Vektorraums als direkte Summe eindimensionaler Rdume (d.h. die Wahl einer Basis) nicht eindeutig.

Satz 3.9. (Isotypische Komponente) Sei V' eine endlich-dimensionale G-Darstellung und sei W eine ir-
reduzible G-Darstellung. Sei V. = @V, eine beliebige Zerlegung in irreduzible Darstellungen und bezeichne
Vi = @i%gw Vi € V. Die Unterdarstellung Vi ist dann unabhdingig von der Wahl der Zerlegung in V;’s
und wird als die W -isotypische Komponente von V bezeichnet. Dies liefert eine kanonische Zerlegung von V' als
direkte Summe ihrer isotypischen Komponenten

v= & .

W elrrep(G)

(Kanonisch heifit hier unabhingig von Wahlen. Gemdfs Ubungsaufgabe 3.21 ist die Zerlegung auch kanonisch in
dem Sinn, dass sie funktoriell ist, d.h. mit G-dquivarianten Abbildungen vertriglich.)
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Beweis. Sei E C V die (nicht notwendig direkte) Summe der Unterdarstellungen von V', die zu W isomorph sind.
Diese Unterdarstellung ist wohldefiniert (nicht von der Wahl einer Zerlegung in irreduzible abhéingig). Fiir eine
Zerlegung wie oben gilt @“,i ~w Vi C E. Wir miissen die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei hierzu F' C V eine
Unterdarstellung die isomorph zu W ist. Sei V; eine irreduzible Komponente, die nicht isomorph zu W ist. Die
Komposition FF C V = &, V; — V; ist eine G-dquivariante Abbildung zwischen irreduziblen Darstellungen. Da
F 2V, ist die Abbildung nach Lemma 2.2 0. Demzufolge ist das Bild von F' C V in @i,vigw V; enthalten. [

Definition 3.10. Wir schreiben fiir zwei endlich-dimensionale G-Darstellungen
(V,W) := dimy Homg(V, W).
Diese Paarung erfiillt (fiir chark 1 G) folgende Eigenschaften:
1. Additivitat: (V,W e U) = (V,W) +(V,U).

2. Symmetrie:

(V,w) =W, v) (3.11)

Nach dem Satz von Maschke (Theorem 1.17) geniigt es, dies fiir irreduzible V', W zu zeigen, dann folgt
es aus Lemma 2.2.

Definition 3.12. Der Darstellungsring ist

Ri(G) := R(G) := b Z/([A']+[A/A|—[A] fiir alle A’ C A),

A endlich-dimensionale G—Darstellung iiber k bis auf Isomorphie

wobei eine Relation wie angegeben fiir jede endlich dimensionale G-Darstellung A und jede beliebige (notwendig
endlich-dimensionale) Unterdarstellung A" C A besteht.

Bemerkung 3.13. 1. Da (im Fall chark 1 §G) jede Unterdarstellung A’ C A nach Theorem 1.17 ein Komple-
ment hat, geniigt es, nur die Relationen [A'] 4+ [A”] — [A’ & A”] herauszuteilen.

2. Der Name Darstellungsring ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht gerechtfertigt, da R(G) bisher nur eine
abelsche Gruppe ist. Wir werden die Ringstruktur einfithren, sobald wir das Tensorprodukt von Darstel-
lungen kennen, siehe Satz 4.27.

Satz 3.14. Es besteht ein Isomorphismus abelscher Gruppen

Ri(G)= P =z (3.15)

Welrrep(G)

Beweis. Wir zeigen dies zunéchst nur im Fall chark t §G, der iibrige Fall wird sich aus dem Satz von Jordan-
Holder ergeben, siehe Satz 6.5.

Fiir eine Darstellung V' und eine irreduzible Darstellung W bezeichne (W, V) := dim Vi / dim W. (Wegen
Vv = @D, aricn W ist dies eine wohldefinierte natiirliche Zahl, ndmlich genau die Anzahl der irreduziblen
Darstellungen in einer beliebigen Zerlegung V = @, V;, die zu W isomorph sind. Wir wissen auch (bendtigen
aber fiir diesen Beweis nicht), dass fiir k algebraisch abgeschlossen, u(W,V) = (W,V) gilt; dies folgt aus
Folgerung 2.3.) Wir definieren eine Abbildung von ¢ : R(G) — @Wemep(g) Z als die eindeutige Z-lineare
Abbildung, die

[A] = > u(W, A)W]
W elrrep

erfiillt. Aus der obigen Bemerkung, dass nur die Relationen [A'] 4+ [A”] — [A’ @ A”] herauszuteilen sind, sowie
der offensichtlichen Tatsache

(W, A" & A”) = p(W, A') + p(W, A”)

folgt, dass die Abbildung in der Tat iiber R(G) faktorisiert. Umgekehrt definieren wir eine Abbildung + :
Dwetrep(c) Z = R(G) als die eindeutige Z-lineare Abbildung, die [W] — [W] erfiillt.

Wegen der Additivitidt der beiden Abbildungen geniigt es, @(¢([W])) = W und ¥ (¢([A])) = [A] zu priifen.
Ersteres ist direkt klar nach Definition und p(W, W) = 0 fir W’ € Irrep(G), W’ 2 W. Fiir letztere Gleichheit:
nach Definition ist ¢(0([4])) = X wenrep(a) #(W, A)[W]. Andererseits ist A = Dy crprep(a) WorW.A Nach
Definition von R(G) gilt also [A] = "y, u(W, A)[A], also folgt die Behauptung. O
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Folgerung 3.16. Jedes Element r € R(G) lisst sich schreiben als
r=[Vi-v,

wobei V und V' gewisse endlich-dimensionale G-Darstellungen sind. Ein Ausdruck dieser Form heifst virtuelle
Darstellung. FEs gibt eine eindeutige solche Darstellung derart, dass V und V' disjunkt sind, d.h. dass fiir jede
irreduzible G-Darstellung W Vi = 0 oder Vij, = 0 gilt (d.h. in den Zerlegungen von V und V' in irreduzible
Summanden taucht W nur in V' oder in V', nicht aber in beiden auf).

Beweis. Dies folgt aus dem obigen Isomorphismus, wenn wir

doooaw[Wl= > aw[Wl= D (—nw) W]

Welrrepg nw >0 nw <0
-|@ v - [ @ we]
[nw>0 nw <0
=V =V
benutzen. O

Fiir den Fall chark { G und k = k werden wir in Kiirze (Theorem 4.22) sehen, dass flrrep(G) gerade die
Anzahl der Konjugationsklassen ist. In diesem Sinn ist die additive Struktur von R(G) eher uninteressant, da es
sich um eine freie abelsche Gruppe von diesem (in Abhéngigkeit von G bekannten) Rang handelt. Interessanter
an R(G) ist die Paarung (—, —) (sowie die durch das Tensorprodukt gegebene Multiplikation, die wir spéter
einfithren). Sie hat folgende Eigenschaften:

Satz 3.17. Die Paarung
R(G) x R(G) — Z,
(V.W) =(V. W)

ist eine symmetrische, positiv definite Bilinearform. Letzteres bedeutet (V,V) > 0 fiir alle 0 # V € R(G),
insbesondere ist die Paarung nicht entartet.

Beweis. Zunichst ist die Paarung auf R(G) wegen der Additivitdt von (—,—) und der obigen Bemerkung
wohldefiniert (und additiv, d.h. Z-linear). Die Symmetrie ist nach 1. oben ebenfalls klar.

Um die positive Definitheit zu zeigen, sei V' € R(G) gegeben. Es gilt nach dem Satz von Maschke (Theo-
rem 1.17) V = > n;[V;], wobei die n; € Z\ {0} und die V; alle paarweise verschieden gewihlt sind. Dann ist
nach Lemma 2.2

V,V)y =Y nin;(Vi, ;)
0]

= ni (Vi Vi)
i N——
>0

> 0.

3.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.18. Sei V die 3-dimensionale Permutationsdarstellung von Ss (iiber einem Korper k der
Charakteristik # 2,3), siehe Beispiel 1.14. Bestimme die Unterdarstellung V% und gib ein Komplement dieser
Unterdarstellung an.

Ubungsaufgabe 3.19. Sei V eine belicbige G-Darstellung. Sei W C V eine Unterdarstellung, auf dem G
trivial operiert. Zeige, dass W C V&,

In Analogie zu Definition 1.12 ist eine Quotientendarstellung einer gegebenen G-Darstellung V eine G-
Darstellung W, die als Vektorraum ein Quotientenvektorraum von V ist und so, dass die kanonische Abbildung
V — W G-dquivariant ist.

Sei V' — W eine Quotientendarstellung, auf der G trivial operiert. Zeige, dass die Abbildung V' — W iiber
Vi faktorisiert. (In diesem Sinne ist Vi die grofite Quotientendarstellung, auf der G trivial operiert.)

Ubungsaufgabe 3.20. Sei G endlich und chark 1 |G| sowie V eine G-Darstellung. Zeige, dass V irreduzibel
ist, genau dann, wenn V* es ist.
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Ubungsaufgabe 3.21. Sei f : V — V' eine Abbildung von G-Darstellungen und W eine irreduzible Darstel-
lung. Zeige, dass f sich zu einer Abbildung

auf den W-isotypischen Komponenten einschrinkt. Folgere, dass f ein Isomorphismus ist, genau dann, wenn
die fw fiir alle W € Irrep(G) Isomorphismen sind.



18

KAPITEL 3. HALBEINFACHHEIT



Kapitel 4

Charaktertheorie

Notation 4.1. In diesem Kapitel ist G eine endliche Gruppe, k ein Koérper mit chark 1 §G (z.B. k = Q, C). Ab
Satz 4.12 setzen wir noch voraus, dass k algebraisch abgeschlossen ist (z.B. k = C).

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir nun Schurs Lemma und den Satz von Maschke kombinieren. Das
Ergebnis ist die sog. Charaktertheorie, welche einem ein sehr schlagkréftiges Tool zum Verstdndnis von Darstel-
lungen verschafft. Genauer ist es so, dass die folgenden Ergebnisse, z.B. die Orthogonalititsrelationen, es einem
gestatten, die Charaktere irreduzibler Darstellungen zu bestimmen, ohne die irreduziblen Darstellungen selbst
explizit beschreiben zu miissen (oder zu konnen).

Lemma 4.2. SeiV eine endlich-dimensionale G-Darstellung. Der Charakter xv : G — k, xv(g) = tr(V 2% V)
ist eine sog. Klassenfunktion, d.h. er erfillt

xw(zgz™") = xw(g). (4.3)

Beweis. Dies folgt aus der aus der linearen Algebra bekannten Tatsache

tr(fif2) = tr(f2/f1)
fiir zwei Endomorphismen fi, fo des gleichen Vektorrraums. O
Nach Lemma 3.3 gibt es fiir jede endlich-dimensionale G-Darstellung V' einen Projektor
1
P:V—)V,ﬂ'(v):ﬁ—Gng.
geG

Er erfiillt P(V) = V% und
V=kerPaVC.

Damit gilt . .
dim VY = tr(P) = e ot (VS V)= e > xvlg) (4.4)

geG geG

Gegeben zwei G-Darstellungen V', W, mochten wir dies anwenden, um dim Homg (V, W) zu berechnen. Wir
fithren dazu noch eine allgemeine Definition ein:

Definition 4.5. Sei V eine G- und W eine H-Darstellung. Wir bezeichnen mit
VW

die G x H-Darstellung mit zugrundeliegendem Vektorraum V @ W (alle nicht-dekorierten Tensorprodukte sind
iiber k), auf dem (g,h) € G x H operiert als

(9.0) - O v @wi) = (gvi) ® (hwy).

(Mittels Bemerkung 1.3 sieht man sofort, dass es sich um eine Darstellung handelt.)
Fiir den Fall G = H bezeichnen wir die Einschrinkung dieser G x G-Darstellung auf die Untergruppe
G={(9,9),9 € G} C G x G} mit
VoW

Expliziter gesagt: der zugrundeliegende Vektorraum ist (nach wie vor) V@ W, g € G wirkt durch

g-Q vi@w) =Y (9v:) @ (gu).

19
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Lemma 4.6. Fir beliebige endlich-dimensionale G-Darstellungen V,W,U bestehen folgende kanonische Iso-
morphismen von G-Darstellungen
Vel=VieV =V

Hom(V, W) ® U =2 Hom(V,W @ U),
insbesondere

V* @ U = Hom(V,U). (4.7)

Beweis. Die Isomorphismen sind jeweils bekannt aus der linearen Algebra, wenn wir die G-Wirkung ver-
nachléssigen. Sie sind gegeben durch
VRN AV, AR U= v

bzw.
four— (v f(v)Qu).

Man priift mittels der Definitionen sofort nach, dass diese Vektorraumisomorphismen G-dquivariant sind. [

Lemma 4.8. Fir endlich-dimensionale G-Darstellungen V. und W und eine endlich-dimensionale H-Dar-
stellung U gilt:

xvew (9) = xv(9) + xw(9),
xvewo (g, h) = xv(g)xuv(h),
Xtiom(v,0) (9 1) = xv (9~ xu (h),

insbesondere
xvew(9) = xv(9)xw(9),

XHom(v,w)(9) = xv(g Dxw(g),
xve(9) =xv(g™).
Beweis. Seien {v;} und {u;} (endliche) Basen von V und U. Dann ist {(v; ® u;)} eine Basis von V ® U.

Fixiere g € G. Sei gv; = Y aisv;, huj = >, bjpuy mit ais, by € k. Es gilt dann (g, h)(v; ® u;) = gv; ® huj =
(D, aisvs) ® (Do, bjrwy) = stt a;sbjtvs ® wy. Also

xveu((g:h) =te(VeoU 5 Vel) = Z aizbjj = (Z an’)(z bj;) = xv(g)xu(h)

Die Berechnung von xgom(v,v) erfolgt dhnlich, indem man verwendet, dass die Abbildungen f;; : V — U,
fij(vs) = u; fiir s = ¢ und 0 sonst eine Basis von Hom(V,U) bilden.

Die Aussage fiir V @ W folgt noch leichter mittels der Basis {(v;,0)} U {(0,w;)}.

Die letzten drei Aussagen sind Spezialfille der vorigen Aussagen. O

Aus (4.4) und diesem Lemma folgt die fiir alles Weitere entscheidende Formel:
Folgerung 4.9. Sei k ein Korper mit chark { |G|. Fir zwei endlich-dimensionale G-Darstellungen gilt die
folgende sog. Multiplizitdtenformel
1 _
ViW)e == > xvig xwl(g).
ﬁG geG

Definition 4.10. Gegeben eine irreduzible Darstellung W und eine beliebige endlich-dimensionale Darstellung
V. Die Vielfachheit von W in V ist die Zahl

(V,W) (eN).
Sei

V=V

eine Zerlegung einer beliebigen endlich-dimensionalen Darstellung in irreduzible Darstellungen V;. Dann gilt
wegen Folgerung 2.3:
i : V2 W} =(V,W).

D.h. wir sehen erneut, dass die Anzahl der Summanden, die isomorph zu W sind, wohldefiniert ist (d.h. un-
abhéngig von der Wahl der Zerlegung).
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Folgerung 4.11. Sei k ein Kérper mit chark 1 |G|. Zwei endlich-dimensionale G-Darstellungen V, V' sind
isomorph genau dann, wenn thre Charaktere tbereinstimmen:

V§V<:>XV:XV/.

Beweis. Die Richtung “=" folgt sofort aus der Definition. Umgekehrt geniigt es zu zeigen, dass die Vielfachheit
einer beliebigen irreduziblen Darstellung W in V und in V’ iibereinstimmt. Dies folgt aus

(VW) = ﬁ% > xvlg xwl(9)-

geG
O

Fiir alle folgenden Aussagen in diesem Kapitel setzen wir voraus, dass k algebraisch abgeschlossen ist (und
chark { |G|, z.B. k = C).

Satz 4.12. (Schurs Lemma, starke Version) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit chark 1 |G|. Eine
endlich-dimensionale G-Darstellung V ist irreduzibel genauw dann, wenn

(V,V) =dimHomg(V,V) =1 (4.13)
gilt (d.h. alle Endomorphismen sind skalare Vielfache von idy ).

Beweis. Die Richtung “=" wurde in Folgerung 2.3 schon gezeigt. Umgekehrt, wenn 0 C U C V eine Unter-
darstellung ist gibt es nach dem Satz von Maschke eine Unterdarstellung W mit U & W = V. Die Projektion
f:V — U ist dann G-dquivariant (!), und ist # 0. Da Endg(V') 1-dimensional ist, d.h. f = Aidy mit A € £\ {0}
folgt W =ker f =0, dh. U =V. O

Im folgenden Satz betrachten wir die Wirkung von G x G auf G gegeben durch
(9,h) -z = gzh™

und die hieraus resultierende Permutationsdarstellung von G x G auf € gec k- Fiir einen Basisvektor e, =
(0,..., Lan der Stelle z» - - -, 0) (z € G) gilt also (g,h) - e, = egyp-1. Es gilt dann

vic((g.h) = 3 (4.14)

{ 1 gth™'=axsalgr=nh
zeG

0 sonst.

Theorem 4.15. (Satz von Peter-Weyl fiir endliche Gruppen) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper mit
chark t |G|. Es besteht ein natiirlicher Isomorphismus von G x G-Darstellungen

G= @  EndW). (4.16)

W elrrep(G)

Die direkte Summe liuft iber die Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von G (nicht von G x G).
End(W) bezeichnet den Vektorraum der (nicht notwendig G-dquivarianten) Endomorphismen von W, aufgefasst
als G x G-Darstellung.

Jeder Summand Hom(W, W) ist eine irreduzible G X G-Darstellung. Auflerdem sind die verschiedenen Sum-
manden paarweise nicht zueinander isomorph, d.h. die Vielfachheit jedes Summanden ist 1.

Bemerkung 4.17. Die obige Bezeichnung “Satz von Peter-Weyl” ist historisch nicht korrekt, da der obige Satz
schon wesentlich &lter ist. Der (richtige) Satz von Peter und Weyl ist eine analoge Aussage fiir Darstellungen
kompakter topologischer Gruppen, z.B. G = S': dessen Aussage lautet, dass die irreduziblen G-Darstellungen
wiederum endlich-dimensional sind sowie dass

—

2 _
L (G) N ®W61rrep(G’)End(vv)7

wobei L? den Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen auf G beziiglich eines Haar-Mafes bezeichnet und é\}
die sog. direkte Summe von Hilbert-Réumen bezeichnet. Manche Autoren benennen den Satz jedoch ebenfalls
nach Peter-Weyl, da die Ahnlichkeit der Aussagen so stark ist.

Wir benutzen im Beweis folgendes Lemma:
Lemma 4.18. Seien G, H endliche Gruppen mit chark 1 G, chark { H (und k algebraisch abgeschlossen). Falls

V' eine irreduzible G-Darstellung und W eine irreduzible H-Darstellung ist, so sind VX W und Hom(V, W)
beides irreduzible G x H-Darstellungen.
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Beweis. Um zu zeigen, dass V X' W irreduzibel ist, wenden wir Satz 4.12 an:

(VRW,VEW)exn = ﬁG ﬁH (gz};)XVIXW (g, ) xvew ((g,h) ")

TRy jo Z xv (@)xw (R)xv (g~ )xw(h™")
(g;h)
=1

Die Behauptung fiir Hom(V, W) folgt aus Hom(V, W) = V* K W und der Tatsache, dass duale Darstellungen
irreduzibler wieder irreduzibel sind (Ubungsaufgabe 3.20). O

Beweis. Sei W eine irreduzible G-Darstellung. Nach Lemma 4.18 ist Hom (W, W) eine irreduzible G x G-
Darstellung.
Wir berechnen nun die Vielfachheit von Hom(W, W) in kG:

(kG,Hom(W, W))Ggxc = m Z X (9™ Xttomewan (9, 1))
(9,h)EGXG
B m 2 L-xw(g™")xw(h)
(9,h,2) EGXGXGz—1g—la=h~1
B m Z L-xw(g™)xw(h) (4.19)

(g,h,x)EG*3:xgxz—1=h
Z Z xw (g XW (9)
zGG geqG
=1.
Die erste Gleichheit ist die Definition, dann benutzen wir die Berechnung von xgomw,w) in Lemma 4.8, dann
(4.14), dann (4.3), sowie am Schluss (4.13). (Die obige Gleichung (kG, Hom(W,W))sxc = 1 kann man auch

ohne Charaktere zeigen, siche Ubungsaufgabe 4.41.) Da die End(W) irreduzibel sind, erhalten wir eine injektive
Abbildung (von G x G-Darstellungen)

& End(W) - kG.

Welrrepg

Wir zeigen, dass die Dimensionen beider Riume gleich (und endlich) sind, hieraus folgt die Behauptung
(4.16). Fir jede G-Darstellung @ gibt es einen Isomorphismus (von k-Vektorrdumen)

Homg(kG,Q) = Q, f — f(e)

(e € kG ist der Basisvektor, der zum neutralen Element gehort), denn eine G-éiquivariante Abbildung kG — @ ist
eindeutig durch den Wert an e festgelegt. Es gilt also (kG, Q) = dim Q. In einer Zerlegung kG = @wgrrepg AL

i

in irreduzible G-Darstellungen taucht also jede irreduzible G-Darstellung W genau dim W-mal auf. Also gilt

dimkG = ) (dimW)>.

Welrrepg

Es bleibt noch zu zeigen, dass die End(WW) paarweise nicht isomorph sind. Aus der inzwischen bewiesenen
Zerlegung (4.16) erhalten wir

> (End(V),End(W))axe = 1.
Velrrep(G)

Da die Summanden links alle in N sind, muss genau ein Summand, namlich fiir V' = W, Beitrag 1 geben, die
iibrigen 0, d.h. wie behauptet ist End(V) 2 End(W) (als G x G-Darstellungen) fiir V 2 W. O

Im Beweis wurde mit gezeigt:
Folgerung 4.20. Als Darstellung von G hat kG folgende Zerlegung in irreduzible Summanden:
K= wamwW
W elrrep(G)

Folgerung 4.21. FEs gilt
1G= > (dimW)>

W elrrep(G)
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Theorem 4.22. Die Anzahl der irreduziblen G-Darstellungen ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen in

G.

Beweis. Nach Satz 4.12 und Theorem 4.15 gilt

(kG kG)oxc = Y (EndV,EndW)gxg= Y. L
V,Welrrep(G) Velrrep(Q)

Es bleibt zu zeigen, dass die linke Seite der Anzahl der Konjugationsklassen in G entspricht. Sei hierzu f €
Hom(kG, kG). Die Bedingung, dass f (k-linear und) dquivariant beziiglich der Wirkung es 1. G-Faktors ist, legt
f insofern fest, dass f durch das Bild von 1g bestimmt ist. Es gilt also Homg(kG, kG) = kG. Ein Element
Y- aqg € kG entspricht der G-dquivarianten Abbildung

fih= Y aghg kG — kG.

Eine solche Abbildung ist dquivariant beziiglich der Wirkung des 2. G-Faktors genau dann, wenn fiir alle h,t € G
gilt
Zaght_lg = f(ht™Y) = f(R)t™! = Zaghgt_l.
g g

Da gilt f(ht=1) = hf(t71) und f(h)t~! = hf(e)t™!, ist die obige Bedingung #quivalent zu dem Spezialfall wo
h =1 ist, d.h. dquivalent zur Bedingung, dass fiir alle t € G gilt

Zagt_lg = Z aggt_l,
g g

wiederum &quivalent zu

Z agtflgt = Z agg.
g g

Die linke Seite kénnen wir auch schreiben als Zg aq—19. BEs folgt also fiir alle t € G ag = a;4-1, d.h. die
Koeffizienten in einer Konjugationsklasse sind alle gleich (und ansonsten beliebig). O

Bemerkung 4.23. Fiir G abelsch bestehen die Konjugationsklassen aus je einem Element, also gibt es §G viele.
Damit ist Folgerung 2.4 ein Spezialfall von Theorem 4.22.

Theorem 4.24. Seien G, H endliche Gruppen mit chark 1 4G, chark { $H und k algebraisch abgeschlossen. Es
bestehen Bijektionen

Trrep(G) x Irrep(H) = Irrep(G x H),
(V,W) s VR,

sowie

Trrep(G) x Irrep(H) = Irrep(G x H),
(V, W) v Hom(V, W).

d.h. die irreduziblen Darstellungen von G x H sind genau die Darstellungen der Form VIRW , wobei V' € Irrep(G)
und W € Irrep(H). Oder auch: die irreduziblen Darstellungen von G x H sind genau die Darstellungen der
Form Hom(V, W), wobei V' € Irrep(G) und W € Irrep(H).

Nach (3.15) induziert die Abbildung (V,W) — V KW also einen Isomorphismus abelscher Gruppen

Ri(G) ® Ri(H) =+ Ry(G x H). (4.25)
Beweis. (a) Nach Lemma 4.18 landen beide Abbildungen in der Tat in Irrep(G x H).

(b) Die Anzahl lrrep(G x H) ist laut Theorem 4.22 die Anzahl der Konjugationsklassen in G x H, diese sind von
der Form Cy4 x C},, d.h. Produkte von Konjugationsklassen in G und H. Wenden wir nochmals Theorem 4.22
an, ist insbesondere ist ihre Anzahl gleich (#IrrepG) - (§IrrepH ).

(c) Es geniigt daher, die Injektivitit der Abbildung zu zeigen, d.h. zu zeigen, dass fiir V 2 V' oder W 2 W’
auch VW 2 V'K W' ist. In der Tat, wenn z.B. V 2 V', so gibt es ein g € G mit xv(g9) # xv'(g), dies
liefert XVERW 7é XvV'®RW’ und damit VX W ;‘é V' RW'.

(d) Die Aussage iiber Darstellungen der Form Hom(V, W) folgt hieraus, da V' genau dann irreduzibel ist, wenn
V* es ist (Ubungsaufgabe 3.20) und Hom(V, W) = V* X W (vgl. (4.7)).
O
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Bemerkung 4.26. Theorem 4.24 ist auch giiltig, wenn die Voraussetzung chark 1 G, H fallen gelassen wird.
Siehe [Kow14, Prop. 2.3.23] fiir einen (grundlegend anderen) Beweis der Tatsache in diesem Fall.

Wir hatten R(G) bereits als Darstellungsring bezeichnet, jedoch noch nicht mit einer Ringstruktur versehen.
Dies holen wir jetzt nach:

Satz 4.27. Die Abbildung
VW)= VeW

induziert eine kommutative Ringstruktur auf R(G). (Dieser Teil der Aussage gilt auch fir chark|§G.)
Fener wird (.25) beziiglich dieser Ringstruktur ein Ring-Isomorphismus.

Beweis. Um zu sehen, dass die Multiplikation auf R(G) wohldefiniert ist, reicht es zu zeigen, dass fiir Darstellun-
gen V', A und eine Unterdarstellung A’ C A gilt: V®A’ ist Unterdarstellung von V® A mit Quotientendarstellung
V® (A/A") (und analog mit A® V usw.) Man sieht sofort an der Definition, dass die kanonischen Abbildungen
VoA - V®A—-Ve(A/A) Abbildungen von G-Darstellungen sind. Es geniigt also zu zeigen, dass es
sich um Unter-Vektorrdume mit dem angegebenen Quotientenvektorraum handelt. Dies ist nur eine Aussage
iiber die zugrundeliegenden Vektorrdume, und fiir diese besteht (auch im Fall chark|fG) ein Isomorphismus
A=A @ (A/A"). Es gilt daher ein Isomorphismus von Vektorrdumen

VRAXVRA eV (A/A),

hieraus folgt die Behauptung.

Die einfache Uberpriifung der Ringaxiome wird hier iibersprungen, sie folgen alle aus bekannten Eigenschaf-
ten des Tensorprodukts, z.B. V@ (V'@ V") 2 Ve V' &V @ V" liefert das Distributitivitétsgesetz in R(G). Die
Kommutativitit folgt aus dem Isomorphismus VoW X W e V.

Die letzte Aussage folgt sofort aus der Definition der Multiplikation im Tensorprodukt von Z-Algebren sowie
der Tatsache (V@ VIR(W W) =2 (VRW)x (V' IW'). O

In vielen Anwendungen ist der Fall k& = C besonders relevant. Viele Autoren schreiben daher (im Fall
komplexer Darstellungen)

VW) = 25 3 v (o )

geG

(= bezeichnet hierbei die komplexe Konjugation.) Die Begriindung hierfiir gibt folgendes Lemma:

Lemma 4.28. Fir eine komplere G-Darstellung V' gilt

xvig™") =xv(g)

Beweis. Wir schreiben der Klarheit halber 7 : G — GL(V) fiir die Darstellung. Sei g € G. Da G endlich ist, hat

auch m(g) : V — V endliche Ordnung, d.h. ¢g" = 1 fiir ein geeignetes r > 0. Damit haben auch die komplexen

Eigenwerte A1, ..., A, endliche Ordnung, d.h. sie sind gewisse Einheitswurzeln, und es gilt insbesondere |;| = 1.
Damit folgt

xv(g)=tr(g: V =V)
:Z}TZ
:Z)\i—l

=tr(n(g)"t:V = V)
=tr(r(g™ ) : V= V)

=xv(g™h).
Wir haben benutzt, dass die Spur eines Endomorphismus die Summe seiner Eigenwerte ist, sowie dass die
Eigenwerte von f~! gerade die Reziproken der Eigenwerte von f sind. O

Folgerung 4.29. FEine endlich-dimensionale komplexe G-Darstellung V ist selbst-dual, d.h. es gibt einen G-
dquivarianten Isomorphismus

Veyr
genau dann, wenn xy(g) € R (und nicht nur in C) fir alle g € G gilt.

Beweis. Nach Folgerung 4.11 gilt V 2 V* genau dann, wenn xy = Yy . Es gilt aber xv+(g) = xv(¢7!) = xv(9),
dies ist genau dann gleich xv (g), wenn xvy (g) reell ist. O
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4.1 Die Charaktertafel

Die Charaktertafel ist ein grundlegendes, oft recht einfaches Instrument zur Behandlung von G-Darstellungen.
Wir setzen nach wie vor voraus, dass k algebraisch abgeschlossen und chark 1 |G].

Definition 4.30. Die Charaktertafel ist die Matrix, deren Zeilen indiziert werden durch die irreduziblen G-
Darstellungen W und deren Spalten indiziert werden durch die Konjugationsklassen C' C G. Der Eintrag an der
Stelle (C, W) ist definiert als

xw (C).

(Hierbei ist xw (C) := xw(g) fiir ein beliebiges g € C. Da xw eine Klassenfunktion, d.h. konstant auf C ist, ist
dies unabhiingig von der Wahl von g € C.)

Es ist auBerdem konventionsméfig iiblich, dass die erste Zeile fiir die triviale Darstellung und die erste Spalte
fir {1} C G gewéhlt wird.

Als Beispiel bestimmen wir im folgenden die Charaktertafel fiir S3 wobei wir die triviale Darstellung 1, die
Signums-Darstellung e und die 2-dimensionale Darstellung po in (1.8) verwenden. Wie iiblich nutzen wir die
Zykeldarstellung von Elementen in S, z.B. bedeutet (12) die Permution 1 — 2, 2 +— 1, 3+ 3.

|1 (12) (123)
1|1 1 1
e |1 -1 1
p2 | 2 0 -1
(Beachte fiir py dass w + w? = —1, da w eine primitive 3. Einheitswurzel ist, d.h. 1 +w + w? = 0.)

Satz 4.31. (1. Orthogonalitiitsrelation) Seien V,W € Irrep(G) und sei V* wie diblich die duale Darstellung
von V. Es gilt
1

G Z xv(9)xw(g) =

{ 1 W=v*
geG

0 sonst

Beweis. Die linke Seite ist, nach (4.4) und Lemma 4.8, gerade dim(V ® W)%. Nach Lemma 4.6 haben wir einen
Isomorphismus (von G-Darstellungen) V@ W = Hom(V*, W) und erhalten (V@ W)€ = Homg (V*, W). GemiB
Ubungsaufgabe 3.20 ist V* irreduzibel. Nach Schurs Lemma (Satz 4.12) ist dimg(V*, W) also genau die rechte
Seite der Behauptung. O

Beispiel 4.32. Fiir G = S5 sind die Konjugationsklassen der Elemente in der obigen Tafel gerade:
o1
e (12), (13), (23)
e (123), (132)

Da yy auf Konjugationsklassen konstant ist erhalten wir fiir V 2 V*:

xv (Dxw (1) + 3xv ((12))xw ((12)) + 2xv ((123))xw ((123)) = 0,

in Ubereinstimmung mit der obigen Charaktertafel.

Satz 4.33. Fiir g,h € G gilt die sog. 2. Orthogonalitétsrelation

Z xw(h)xw(g™h) = { ﬁG/OtiC'g falls h € Cy

sonst
W elrrep(G)

1

Hierbei ist Cy := {xgz~",x € G} die Konjugationsklasse von g.

Beweis. Betrachten wir kG als G x G-Darstellung so gilt

~ G/tC, fallsheC
xkc((g,h)) = t{z € G, gzh 1—95}—{ : /oﬁ ! sinsst !

In der Tat, fiir h ¢ Cy ist dies klar. Fiir h € Cy nutzen wir, dass G transitiv (mittels Konjugation) auf C,
operiert und es gilt §G = #C,, - § Stab h. Dieser Stabilisator ist gerade {z € G, gzh™! = x}.
Aus dem Satz von Peter-Weyl folgt nun die Behauptung, denn yw (h)xw (g~ ') = Xend(w)((g, ). O
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Beispiel 4.34. Im Fall k = C gilt nach Lemma 4.28 xyw (g9~ ') = xw(g), d.h. wir erhalten

> xwmxwl(g) =

Welrrep(G)

0 sonst

{ﬁcmcg falls € C,

D.h. unter dem Standard-Skalarprodukt (z,y) := > ,_; xx7r, auf C™ sind die Spalten der Charaktertafel einer
Gruppe orthogonal.
Auch dies lisst sich im Fall S3 sofort bestétigen.

Als weiteres Beispiel berechnen wir die Charaktertafel der Gruppe

B;{<$;>}ccme (4.35)

Wir setzen hierbei ¢ > 2 voraus (ansonsten handelt es sich bei B um die Gruppe Z/2, deren Darstellungen
wir bereits kennen). (Der Buchstabe B steht fiir Borel-Untergruppe, dies ist ein Begriff aus der Theorie der
algebraischen Gruppen. Wir werden die Gruppe B im Zuge der Untersuchung von Darstellungen von GLy(F,)
wieder antreffen.) Wir beginnen mit der Bestimmung der Konjugationsklassen. Man berechnet

()

Wir unterscheiden drei Falle:
e a # b: in diesem Fall nimmt ¢(b — a) alle Werte in F, an, insbesondere hat die Konjugationsklasse dieser

Matrix genau ¢ Elemente. Ein Reprisentant der Klasse ist die Matrix ( “ b

e a = b, u# 0: dann durchliuft y~'zu (fiir z,y € F) gerade F, d.h. die Konjugationsklasse hat ¢ — 1

Elemente. Ein Reprisentant der Klasse ist < “ clz >

e a = b, u = 0:in diesem Fall hat die Konjugationsklasse genau 1 Element (d.h. die Matrix liegt im Zentrum
von B).

Wir erhalten
(a—D(@—-2)+(@-1+(@-1)=q(¢-1)

Konjugationsklassen, d.h. g(q — 1) irreduzible B-Darstellungen.
Wir beginnen nun mit den eindimensionalen Darstellungen, diese faktorisieren iiber B, = B/[B, B]. Durch
explizite Rechnung zeigt man

COCDCD)TC () e

wobei der rechte obere Eintrag Elemente in F, durchlduft. Hierbei nutzen wir ¢ > 2: dann kann man a = b =
y = 1 wéhlen sowie x # 1, so dass u(z — 1) alle Elemente in Fy durchlduft. Es gilt daher B,y = (F;)2, gegeben

durch ( “ Z ) + (a,b). Wir erhalten also (¢ — 1)? eindimensionale B-Darstellungen, némlich

R G AT

wobel 1,[)1,1/)2 : Fq — k*.
Wir suchen noch weitere irreduzible Darstellungen W; mit

Bl = (- 1)*=qlg—1)*— (¢- 1= (¢—1)* = Y _(dimW;)*.

Da B q(q— 1) Konjugationsklassen hat, fehlen uns noch ¢(q — 1) — (¢ — 1)? = ¢ — 1 solcher Darstellungen. Es ist
aus Symmetriegriinden suggestiv (und, wie sich a posteriori zeigt, richtig), anzunehmen, dass es sich um ¢ — 1
Darstellungen der Dimension ¢ — 1 handelt. Diese werden wir nun konstruieren.

Hierzu betrachte die Menge

X := P!Y(F,) := {1-dimensionale F,-Untervektorriume von Fg}
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(Die Notation P! steht fiir die sog. projektive Gerade.) Auf F2 operiert GLy(F,) = GL(F2) und insbesondere
die Untergruppe B durch Linksmultiplikation. Dies liefert eine Wirkung von B auf X, ndmlich

g-Fox :=Fgz.

Die von e; = (1 0)7 aufgespannte Gerade F,e; wird gerade von B festgehalten, wir betrachten daher die
B-Wirkung auf Y := X \ {Fge;}. Es gilt Y = {F¢(0 1)} LU {F,(1 A\)", X € F}, also hat Y genau ¢ Elemente.
Die Permutationsdarstellung

kY]

hat eine triviale Unterdarstellung 1 = {k(1,...,1)}. Sei E := {(ay) € k[Y],>_ oy ay = 0}. Dies ist ein
Komplement (als B-Darstellung) von 1, d.h. es gilt k[Y] = 1 & E. Wir zeigen nun (E,E) = 1, hieraus
folgt, dass es sich bei E um eine irreduzible (¢ — 1)-dimensionale Darstellung von B handelt. Wir verwen-

den hierzu xxy)(9) = #{y € Y.gy = y} sowie xup1(97") = Xapy)-(9) = Xrv)(9), da k[Y] selbstdual ist
(Ubungsaufgabe 4.47).

e Wenn g = < “ u ) € Z(B), gilt gy = y fiir jede Gerade y € Y.

e Wenn g = ( “ cll >, so gilt gy = y fiir kein y € Y: die Gleichung bedeutet gerade, dass g einen von

= (1 0)” linear unabhiingigen (wegen Y = X \ {Fe;}) Eigenvektor (in F7) hiitte; die Matrix ist jedoch
nicht diagonalisierbar.

o Fiir g = ( “ b ) mit b # a gibt es genau einen Fixpunkt in Y, namlich F,(0 1)7.

Wir erhalten den Charakter von E':

Es folgt

(B.F) = 35 (0= 1P x (a=1) + (=) x (4=1) = 1.

Ferner ist fiir jede der obigen (¢ — 1)* eindimensionalen B-Darstellungen py, 4, auch Fy, y, == E ® py, 4,
irreduzibel (Ubungsaufgabe 4.51) und hat Charakter

() [0 0) ([ ) e

xr | (a=Dii(a)da(a) | —vi(a)ia(a) | 0.

Also ist Fiy, y, = Fy; 4y genau dann, wenn 199 = 1413, wir erhalten also ¢ — 1 irreduzible Darstellungen.

Satz 4.37. Die Charaktertafel der Borelgruppe

B::{( v ;)}CGLQ(Fq), ¢>2

lautet wie folgt:

o) 100 0) (") meess
Pyrps | Y1(a P ( )1/)2(61) ¥1(a)b2(b)
E®py1 | (q— ) (a) —1(a) 0

Wir werden spéter noch die Charaktertafel von GLo(F,) bestimmen. Die Aussagekraft der Charaktertafel
ist jedoch beschrénkt, wie wir an folgendem Beispiel sehen:

Definition 4.38. Sei D, die sog. Diedergruppe, d.h. die Gruppe der Symmetrien eines Quadrates

{545
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Definition 4.39. Die Quaternionen H sind der 4-dimensionale R-Vektorraum mit Basis
1,4,5, k.

D.h. jedes Element g € H schreibt sich also eindeutig als ¢ = a + bi + ¢j + dk mit a,...,d € R. H wird mit der
eindeutigen R-linearen Multiplikation versehen, die folgende Bedingungen erfiillt

i* =5 =k =ijk=—1.
Das sog. konjugierte Quaternion von q ist definiert als ¢* := a — bi — ¢j — dk, die Norm als
lgll :=q*q = a® +0° + & + d*.

Sei
Qs :={¢g=a+bi+cj+dk € H|a,...,d € Z,||q|| = 1},

={=%1, +4, +j, £k}
versehen mit der Multiplikation als Gruppenverkniipfung.

Beide Gruppen fiigen sich in eine sog. kurze exakte Sequenz ein:

1= Z/4— Qs > Z/2—1, (4.40)

1 —=Z/4— Dy 5 7Z/2— 1.

Hierbei bedeutet die Notation 1 — H % G % K — 1, dass b ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, a
ein injektiver Gruppenhomomorphismus und ker b = im a gilt. Aulerdem gilt, dass die Abelianisierung von Qg
und Dy jeweils isomorph zu Z/2 x Z/2 ist. Gemif} Beispiel 1.5 legt dies die 4 ein-dimensionalen Darstellungen
beider Gruppen fest. Nach Folgerung 4.21 gilt

§=124+124+12412+ > (dim W)?
Welrrep(G),dim W>1

also gibt es fiir beide Gruppen noch genau eine weitere irreduzible Darstellung von Dimension 2. Man priift
nach (Ubungsaufgabe 4.46), dass die Charaktertafeln beider Gruppen dibereinstimmen. Es besteht jedoch kein
Isomorphismus zwischen D4 und Qg, denn die obige exakte Sequenz fiir Dy spaltet, d.h. es gibt einen Gruppen-
homomorphismus o : Z/2 — D, mit der Eigenschaft

moo =id.

Fiir Qg gibt es hingegen keine solche Spaltung.

4.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.41. Sei G eine Gruppe. Konstruiere fiir jede G x G-Darstellung P einen Isomorphismus
(von k-Vektorrdumen)
Homg ¢ (kG, P) = Homg(1g, P) = PC.

(Hierbei ist rechts P als G-Darstellung aufgefasst via g - p := (g,g) - p.) Diese Tatsache ist ein Spezialfall der
sog. 2. Frobenius-Reziprozitét.
Gib hiermit einen alternativen Beweis fiir (4.19) an.

Ubungsaufgabe 4.42. Sei G eine Gruppe und N C G eine Untergruppe.
Zeige, dass N ein Normalteiler ist (Notation N <1G) genau dann, wenn N der Kern eines (geeignet gewihlten)
Gruppenhomomorphismus G — U mit einer geeignet gewéhlten Gruppe U ist.

Ubungsaufgabe 4.43. Sei G eine Gruppe und N, P C G seien Untergruppen, wobei N <1 G ein Normalteiler
ist.. Man sagt, G ist das halbdirekte Produkt von N und P, Notation

G=NxP

wenn gilt: G = NP, d.h. jedes g € G lésst sich schreiben als g = np mit n € N, p € P sowie NN P = 1.
Sei G = N x P. Zeige, dass G = N x P (direktes Produkt) genau dann, wenn auch P ein Normalteiler in G
ist.
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Ubungsaufgabe 4.44. Die Diedergruppe D,, ist definiert als die Symmetriegruppe eines regelméBigen n-Ecks.
Zeige, dass sich D,, als halbdirektes Produkt schreiben lésst

D, =RxP,

wobei R & Z/n durch Rotationen um (360/n)° und P = Z/2 durch eine Spiegelung erzeugt wird.
Gib einen Gruppenisomorphismus D3 =& S3 an.

Ubungsaufgabe 4.45. Eine kurze ezakte Sequenz

I1sN3GA P

ist eine Folge von Gruppen und Gruppenhomomorphismen mit der Eigenschaft dass b ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus ist, a ein injektiver Gruppenhomomorphismus und ker b = im «a gilt. Man sagt auch, dass G
eine FErweiterung von P durch N ist.

Zeige, dass G = N x P genau dann, wenn es eine spaltende exakte Sequenz gibt, d.h. zusédtzlich einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : P — G so, dass bo o = idp.

Zeige, dass Sequenz

15 Z/m5 Z/(mn) -5 Z/n — 1
mit a([z]) = [nz] und b([y]) = [y] exakt ist. Zeige, dass die Sequenz spaltet genau dann, wenn m und n teilerfremd

sind.

Ubungsaufgabe 4.46. 1. Zeige die kurzen exakten Sequenzen (4.40) und zeige, dass die Sequenz fiir Dy
spaltet, die fiir Qg jedoch nicht.

Tipp fiir Dy: bezeichne r die Rotation um 90° und s eine Spiegelung. Zeige dann die Relationen r¢ = s? = e,

srs =711

Tipp fiir Qg: zeige zunichst ¢j = k und dhnliche Formeln fiir ik, jk etc.

2. Zeige z.B. mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen, dass die Charaktertafeln von Dy und Qg iibereinstimmen.

3. Zeige, dass Dy und Qg (bis auf Isomorphie) die beiden einzigen nicht-abelschen Gruppen mit 8 Elementen
sind.

Ubungsaufgabe 4.47. Sei G eine Gruppe. Sei X eine G-Menge, d.h. eine Menge zusammen mit einer Abbil-
dung
f:GxX—X (g9,2) = f(g,x) =:g-x

mit der Eigenschaft eq -x =z, g-(¢' - x) = (9¢') - x fiir g,¢’ € G, x € X. Die Permutationdarstellung k[X] ist
definiert als die Darstellung
V.= @ k.

zeX

Schreiben wir die Elemente in V' als v = erx azey, wobeil a; € k und e; = (0,...,1an der Stelle zy- - - 0)
der Standardbasisvektor ist. Wir versehen V' mit der G-Wirkung ¢ - (3 azey) := > agzeq... (Beispiele dieser
Konstruktion traten in Beispiel 1.14 und im Beweis von Theorem 4.15 auf. AuBerdem ist auch die regulére
Darstellung eine Permutationsdarstellung).

e Zeige, dass
Xkix)(9) =t{z € X, g v = z}.

e Konstruiere auflerdem einen Isomorphismus von G-Darstellungen, wenn X endlich ist:

Ubungsaufgabe 4.48. Sei k ein Korper und P (k) die Menge der 1-dimensionalen k-Untervektorriume (x) C
k2. Wir betrachten die folgende Wirkung von G := GLy(k) € g:

g-(2) = (92),
wobei z € k% \ {(0,0)} und gz die Linksmultiplikation bedeutet.

1. Zeige, dass dies eine wohldefinierte Wirkung von G auf P! ergibt.
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2. Zeige dass die Wirkung eine Bijektion (von G-Mengen)
G/B = P'(k)

induziert. (Tipp: zeige die Transitivitit und bestimme den Stabilisator eines bequem gewiihlten Elementes
in PY(k).)

Ubungsaufgabe 4.49. Berechne die Charaktertafel von G = S, wie folgt:

1. Bestiitige, dass es in Sy genau 5 Konjugationsklassen gibt, wir wihlen hierfiir die von e (neutrales Element)
sowie (12), (12)(34), (123) und (1234).

2. Zeige, dass Sy (allgemeiner ist dies fiir S,, giiltig) genau zwei 1-dimensionale Darstellungen hat: die triviale
Darstellung 1 sowie die Signumsdarstellung o.

3. Sy operiert durch Permutationen auf X = {1,2,3,4}. Zeige, dass k[X] eine (eindimensionale) triviale Un-
terdarstellung besitzt und zeige, durch eine Berechnung von xj(x) (Ubungsaufgabe 4.47), dass es folgende
Zerlegung gibt:

EX]=1aV.

Zeige mittels Satz 4.12, dass V' sowie auch V ® o irreduzibel sind.
4. Berechne die fiinfte und (wieso?) letzte irreduzible Sy-Darstellung R zum einen mittels der Orthogona-

litdtsrelationen. Zerlege alternativ V ®V (durch eine Berechnung von yy gy und (V @V, W) fir die bereits
gefundenen irreduziblen Darstellungen W) in irreduzible.

Zur Probe, ob die bisherigen Rechenschritte richtig waren: die Werte bei der Konjugationsklasse g = (1234)
sind wie folgt: x1(9) =1, Xo(9) = =1, xv(9) = =1, xves(9) = 1, xr(g) = 0.

Ubungsaufgabe 4.50. Es sei als bekannt vorausgesetzt, dass die Charaktertafel der alternierenden Gruppe
G := A, (fiir komplexe Darstellungen) wie folgt gegeben ist, wobei w = e>™/3 € C eine primitive dritte
Einheitswurzel ist.

e (12)(34) (123) (132)
x2 | 1 1 w wt
xs3 | 1 1 wt w
X4 | 3 -1 0 0.

Wir bezeichnen mit Wy, ..., Wy irreduzible Darstellungen, deren Charaktere die x1, ..., x4 sind.

1. Bestimme die Anzahl der Elemente in den Konjugationsklassen der Elemente e, (12)(34), (123), (132).
(Kontrolle: 4 kommt 2 mal vor, 3 kommt 1 mal vor).

2. Wir betrachten die Wirkung von G auf der Menge X := A4 die durch die Konjugation gegeben ist. Die
assoziierte (12-dimensionale) Permutationsdarstellung k[X|] bezeichnen wir im folgenden mit V. Bestimme
die Vielfachheiten von W; (i = 1,...,4) in V mit Hilfe der Charaktertafel.

3. Bestimme die Vielfachheiten von W; in W7 fiir ¢, j. (Dies liefert insbesondere ein Beispiel fiir eine Dar-
stellung, die nicht isomorph zu ihrem Dual ist.)

4. Gib die Vielfachheiten von Wy, in W; ® W; an. (Es wird herauskommen, dass Wy ® Wy nicht irreduzibel
ist, d.h. Tensorprodukte irreduzibler Darstellungen sind im Allgemeinen nicht irreduzibel.)

Ubungsaufgabe 4.51. Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe. Zeige, dass V @ W irreduzibel ist, wenn
V eindimensional und W irreduzibel ist.
Tipp: zu welcher Darstellung ist V' ® V* isomorph?

Ubungsaufgabe 4.52. Sei G := (Z/2)™. (Wir schreiben die Elemente von Z/2 als 0 und 1.) Fiir v =
(v1,...,Um) € G bezeichne a(v) := {ilv; = 1}. Fiir eine Teilmenge Y C {1,...,m} definieren wir eine Funktion

Xy : G = kv (—1)e@nY)
Hierbei ist k ein fixierter algebraisch abgeschlossener Kérper mit chark # 2.

1. Konstruiere eine Darstellung Vy von G, deren Charakter gerade die obige Funktion yy ist.

2. Zeige Irrep; = {VWy|Y C {1,...,m}}.
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3. Zeige fiir Teilmengen X, Y C {1,...,m}
Vx ® Vy = Vxay,
wobei XAY := X UY \ (X NY) die symmetrische Differenz ist.

Ubungsaufgabe 4.53. Sei xy der Charakter einer nicht-trivialen Darstellung (dh.esgibteinge G,veV
so dass gv # v gilt). Zeige dann
Z xv(g) =0.

geqG

Ubungsaufgabe 4.54. Eine Gruppe G operiere auf einer Menge X. In Analogie zur Definition des Tensorpro-
dukts von Darstellungen betrachten wir die G-Operation auf X x X gegeben durch

g - (w1, 22) = (g1, g72).

Die Orbits dieser Wirkung auf X x X heiflen Orbitale. Beispielsweise ist (wieso?) die Diagonale Ax = {(z, z)|z €
X} stets ein Orbital. Die G-Wirkung auf X heifit 2-transitiv, wenn sie transitiv ist und wenn es neben Ay noch
genau ein weiteres Orbital gibt.

1. Zeige, dass die G-Wirkung auf X transitiv ist genau dann, wenn es fiir beliebige Elemente z # y und
2 # 1y in X ein g € G gibt mit gz = 2/, gy = v/'.

2. Zeige, dass die Wirkung der symmetrischen Gruppe S, auf {1,...,n} 2-transitiv ist.

Ubungsaufgabe 4.55. Eine endliche Gruppe G operiere transitiv auf einer Menge X. Sei V ein Komplement
der trivialen Unterdarstellung
1 C k[X]
in der Permutationsdarstellung zu X. Zeige, dass V irreduzibel ist genau dann, wenn die G-Wirkung auf X
2-transitiv ist.
Tipp: zeige zunichst (kX,1)¢ = 1 (eine explizite Bestimmung von V als Darstellung ist fiir das Losen der
Aufgabe nicht notwendig).

Ubungsaufgabe 4.56. Bestitige die Charaktertafel fiir A4 in Ubungsaufgabe 4.50.
Tipp: finde eine geeignete Untergruppe K C A4 mit A4/ K = Z/3 und leite 3 irreduzible 1-dimensionale A4-
Darstellungen her. Zeige, dass die A4-Wirkung auf {1,2,3,4} 2-transitiv ist und verwende Ubungsaufgabe 4.55.

Ubungsaufgabe 4.57. (Erfordert Grundkenntnisse in algebraischer Topologie.) Zeige, dass die Charaktertheo-
rie folgende Umformulierung hat:

K(BG) ®z C —» H(Hom(S", BG), C).

Hierbei ist G eine endliche Gruppe, BG der klassifizierende Raum [GJ09, Example 1.1.5], S! := Al/0A! die
(simpliziale) 1-Sphire, H® bedeutet die O-te simpliziale Kohomologie und Hom bezeichnet das interne Hom in
simplizialen Mengen, siehe [GJ09, §1.5]. SchlieBlich bezeichnet K die K-Theorie komplexer Vektorbiindel.

In dieser Formulierung (als grober Slogan: “K-Theorie eines [geeigneten] Raums ist die Kohomologie seines
Schleifenraums”) erlaubt die Charaktertheorie weitreichende Verallgemeinerungen, siche [HKROO].

Ubungsaufgabe 4.58. Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Wir bezeichnen mit
T7"(V)=Ve®...0V
—_———
r Faktoren

die r-te Tensorpotenz von V.

(i) Die Permutation der r Faktoren liefert eine Wirkung von S, auf 77" (V). Bezeichne Sym"V := (T"(V))s
die sog. symmetrische Potenz, d.h. die Koinvarianten dieser Wirkung.

r

Zeige: falls {v1,...,v,} eine Basis von V ist, so ist
’Uil®...®’l)iT, il §Z2 S"'<ir

eine Basis von Sym’ V.
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(ii) Die S,-Wirkung auf V' x ... x V gegeben durch
—_———

r Faktoren
0 (W13 0r) = 58 V(1) s Vo)

induzierte eine Wirkung von S,. auf 7" (V). Wir bezeichnen mit A"V die S,-Koinvarianten dieser Wirkung.
Dies wird als alternierende Potenz bezeichnet.

Zeige: falls {v1,...,v,} eine Basis von V ist, so ist
Vip Q... vy, 1 <ty < o0 <y
eine Basis von Sym’ V.

Ubungsaufgabe 4.59. Sei
er(Z1,. .. &p) = E Xiy Ty« -« T,
1<i1 <ia < <ip<n
das sog. r-te elementare symmetrische Polynom sowie
hr(xla"'vxn) = E Liy Lig « - - Ty,
1<in<ig<--<ir<n

das sog. r-te vollstindige symmetrische Polynom.
Sei nun V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum sowie f : V — V ein diagonalisierbarer Endomorphismus mit
Eigenwerten
Alyovos An

(ggf. mit Vielfachheiten geziihlt). Bezeichne mit Sym” f bzw. A" f den durch f®@ ... ® f : T"(V) @ T"(V)
induzierten Endomorphismus auf Sym"V bzw. A" V. Zeige

tr(Sym" f) = hy (A1, ., An),

r(/\ f) = er(A1s. o, An).

(Die Aussage gilt auch fiir nicht diagonalisierbare Endomorphismen, wenn man die Eigenwerte geméf ihrer
algebraischen Vielfachheit, d.h. der Nullstellenordnung des charakteristischen Polynoms, zihlt.)

Ubungsaufgabe 4.60. Sei V eine G-Darstellung mit Charakter y := yy. Erliutere kurz, dass die symmetri-
schen und alternierenden Potenzen von V auf natiirliche Weise zu einer G-Darstellung werden. Zeige mit Hilfe
von Ubungsaufgabe 4.59 folgende Formeln fiir die Charaktere dieser Darstellungen:

x(9)* + x(g%)

Xsym?v (9) = :
xXp2v(9) = M

- x(9)* + 3x(92()5x(9) +2x(g%)
Xpo v (9) = x(9)* = 3x(92()5x(9) +2x(9)

Ubungsaufgabe 4.61. Die Charaktertafel der alternierenden Gruppe As sei als bekannt vorausgesetzt:

O (12)(34) (123) (12345) (12354)
Vi |1 1 1 1 1
Vo | 4 0 1 -1 -1
Vs | 5 1 -1 0 0
Vi|3 -l U
B3 S e

Sei V eine nicht-triviale irreduzible As-Darstellung (d.h. V' = V4,...,V;). Zeige mittels der Charaktertafel,
dass jede irreduzible As-Darstellung W ein Summand von V, Sym?V oder Sym®V ist.



Kapitel 5

Die Fourier-Transformation

Notation 5.1. In diesem Kapitel ist G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit
chark { §G.

In Theorem 4.15 hatten wir einen Isomorphismus von G x G-Darstellungen

K= @ HmW, W)= 5 End(W)
W elrrep(G) W elrrep(G)

gezeigt. Die Charaktertheorie erwuchs letztlich aus der Auswertung dieses Isomorphismus. Sowohl die rechte
als auch die linke Seite tragen jedoch noch mehr Struktur, gegeben durch die Multiplikation. Wir fithren diese
nun ein und zeigen, dass die Fourier-Transformation die Multiplikation auf beiden Seiten bewahrt. Wir werden
hierauf nur oberfléichlich eingehen (siche Ubungsaufgabe 5.24), es sei jedoch wenigstens bemerkt dass die Fourier-
Transformation periodischer Funktionen in der Analysis ein naher Verwandter der Themen in diesem Kapitel
ist.

Definition 5.2. Wir machen kG zu einem Ring, dem sog. Gruppenring mittels der Multiplikation gegeben
durch sog. Konvolution, d.h.

(f1f2)(g) =D filgh™") fa(R). (5.3)

heG

Dieser Ring hat (als k-Vektorraum) eine Basis gegeben durch die Funktionen e, (fir g € G) die gegeben
sind durch ey(h) =1 fiir h = g und 0 sonst. Die Multiplikation in kG erfiillt die Formel

€g€n = €gh.-

Fiir eine endliche Familie Ry, ..., R, von Ringen versehen wir

n
D~
i=1
mit der komponentenweisen Multiplikation, d.h.

(r1yeeeyrn) - (P, yrh) = (1, o marh).

Dies werden wir im folgenden auf R; = End(W;), Endomorphismenringe von gewissen G-Darstellungen W;
anwenden.

Definition 5.4. Die Fourier-Transformation ist die Abbildung

():kG—= @  EndWw)
W elrrep(G)

eg > ey = (9: W = W)wenrep(a)-
(bzw. deren eindeutige k-lineare Fortsetzung).

Die Fourier-Transformation ordnet einer Funktion f : G — k also eine Kollektion von Endomorphismen
F(Y(W) : W — W zu, wobei W die irreduziblen G-Darstellungen durchlduft. Wenn man eine Basis von W
wahlt, kann man F(f)(W) auch als d x d-Matrix schreiben, wobei d := dim W.

33
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Beispiel 5.5. Sei G = Z/n (mit n > 0). Wihle eine primitive n-te Einheitswurzel ( € k. (Diese Wahl ist
beliebig, fiir £ = C wird in der Literatur iiblicherweise ¢ = €27/ gewihlt.) Irrep(G) besteht gerade aus den
folgenden n (1-dimensionalen) Darstellungen, indiziert durch j € Z/n

W;: G — GL(k) = k™, g — (%9

(insbesondere W;(1) = ¢7). In der Tat, diese sind (da 1-dimensional) irreduzibel, paarweise nicht isomorph
(hier wird chark 1 n benutzt). Nach Theorem 4.22 sind dies also alle irreduziblen Darstellungen. Die oben
angesprochenen Matrizen sind also, da dim W} = 1, einfach Elemente von k.

Fiir ein f € kG, f = dez/n fqeq (mit fy € k) gilt also

FGY=FV;) = > fy¢7°.
g€Z/n

Fiir obige Wahl von ¢ im Falle £k = C ergibt sich

FG) =" fyexprisoim. (5.6)

gEZ/n

Satz 5.7. Die Fourier-Transformation ist ein Isomorphismus, dessen inverse Abbildung gegeben ist durch

(fw € End(W)) = | g+ = > dimWir W WS W
tG
W elrrep(G)

Beziiglich der Konvolution auf kG und der komponentenweisen Multiplikation auf @Welrrep(g) End(W) ist
die Fourier-Transformation tberdies ein Ring-Isomorphismus, d.h. fir fi, fo € kG gilt

fixfa=fiofo (5.8)
(Hierbei bedeutet o die Komposition von Endomorphismen, und x das Konvolutionsprodukt auf kG, siehe (5.3).)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es sich um einen Isomorphismus handelt. Offensichtlich ist die Fourier-
Transformation k-linear. Da dim kG = ZWGIrrcp(G) dim W? gilt, geniigt es, die Injektivitit zu zeigen. Sei
f € kG im Kern der Abbildung, d.h. f operiert trivial auf jeder irreduziblen G-Darstellung. Nach dem Satz
von Maschke operiert es dann trivial auf jeder endlich-dimensionalen Darstellung, insbesondere auf kG, d.h fiir
jedes h € kG gilt fh = 0. Insbesondere, fiir h = ey, gilt 0 = fe; = f.

Um die Inverse zu bestimmen zeigen wir, dass fiir beliebiges x € G die Funktion

1 @ -1
975G > dithr<W—>Wg—> W)
Welrrep(G)

mit e, iibereinstimmt. In der Tat, es gilt
-1 ) -1, .
dim Wtr (W Swls W) = tr <W<9 dim W 9_% @ dlmW)
_ (g7 ;1)
=tr | End(W) "—"" End(W)

= XEnd(W) ((g_lxv 1))1

wobei wir hier End(W) als G x G-Darstellung auffassen. Aus dem Satz von Peter-Weyl und der Bestimmung
des Charakters von kG (mittels Ubungsaufgabe 4.47) folgt dann
! ST dimWt WEAWS W) = eel(gz, 1))
— im Wtr = — x
G uGX/cG g )
W elrrep(G)

= 0ga-
Um (5.8) zu sehen, reicht es, zwei Basisvektoren e, und e, fiir z,y € G zu betrachten. Es gilt nach Definition
€y * €y = Cay.

Andererseits ist €, (W) gerade zy : W — W, dies ist nach Definition einer Darstellung die Komposition
W S W 5 W, welches die Auswertung an W von é, o €y ist. O
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Bemerkung 5.9. Der obige Isomorphismus von Ringen ist auch ein Spezialfall vom Satz von Artin-Wedderburn:
der Satz von Maschke besagt, dass kG ein sog. halbeinfacher Ring ist und Artin-Wedderburn klassifiziert halb-
einfache Ringe iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern als Produkte von Matrizenalgebren.

Der obige Satz liefert einen erneuten Beweis fiir Theorem 4.22:

Folgerung 5.10. Die Anzahl der irreduziblen G-Darstellungen ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen
in G.

Beweis. Ein Isomorphismus von Ringen liefert einen Isomorphismus der Zentren. Wir erhalten also

Z(kG) = Z(E End(W)). (5.11)
w

Nach Ubungsaufgabe 5.17 besteht Z (kG) gerade aus den Klassenfunktionen, diese sind nach Definition auf den
Konjugationsklassen konstant, d.h. dimy Z(kG) ist die Anzahl der Konjugationsklassen.

Man priift sofort nach, dass Z(Q R;) = Z(R1) x ... Z(R,,) fiir beliebige Ringe Ry, ..., R,. Schliefilich ist
k-idw C Z(End(W)) C Endg(W) = k (nach Schurs Lemma, da W irreduzibel!). O

Wir erhalten hieraus eine Verschiarfung von Folgerung 2.4:

Folgerung 5.12. FEine endliche Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn ihre irreduziblen Darstellungen (iber
einem Kérper mit chark { #G, k algebraisch abgeschlossen) alle ein-dimensional sind.

Beweis. G ist genau dann abelsch, wenn kG ein kommutativer Ring ist (folgt sofort aus egen, = egn), d.h.
genau dann, wenn kG = Z(kG). Nach dem obigen Isomorphismus ist dies dquivalent zu Z(End(W)) = End(W)
fiir alle irreduziblen G-Darstellungen. Da aber Z(End(W)) (wie oben gesehen) stets 1-dimensional ist, ist dies
wiederum dquivalent zu dim EndW = (dim W)? = 1 fiir alle W. O

Folgerung 5.13. Sei G eine endliche Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit chark = 0.
Dann liefert die Abbildung V +— xv einen Ring-Isomorphismus

R(G) @z k — Z(kG) = b k.

C'CGKonjugationsklasse

Beweis. Laut Lemma 4.8 ist es ein Ring-Homomorphismus. Beide Ringe sind als k-Vektorrdume endlich-
dimensional und von der gleichen Dimension (Theorem 4.22), es reicht also die lineare Unabhdingigkeit von
Charakteren zu zeigen, d.h. zu zeigen, dass fiir ZWGIHEPG awxw = 0 mit gewissen ay € k schon ay = 0 folgt.

Betrachte hierzu das Element ), $%=idy € @y, End(W). Die inverse Fourier-Transformation bildet
dieses Element auf die Funktion

g ﬁ% S aww (g1 € Z(kG)
w

ab, welches nach Voraussetzung verschwindet. Da die inverse Fourier-Transformation insbesondere injektiv ist,
folgt ay = 0 fiir alle W. O

Satz 5.14. Sei G abelsch.

1. Die Menge Irrepy, versehen mit dem Tensorprodukt von Darstellungen, trigt dann die Struktur einer
abelschen Gruppe. Sie wird als die duale Gruppe bezeichnet, Notation G.

2. Es besteht ein Isomorphismus abelscher Gruppen

G — Home, (G, k™)
Vi Xv-

Hierbei steht rechts die Menge der Gruppenhomomorphismen, versehen mit der punktweisen Multiplikation
(gegeben durch die Multiplikation in k™ ).

3. FEs besteht ein nicht-kanonischer Isomorphismus

4. Es besteht ein kanonischer Isomorphismus
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Beweis. Die Darstellungen in Irrep, sind 1-dimensional, da G abelsch ist und damit bewahrt ® irreduzible
Darstellungen (Ubungsaufgabe 4.51). Die triviale Darstellung 1 ist das neutrale Element in Irrep; und das
Inverse (beziiglich der Operation ®) ist gerade die duale Darstellung,.

Der Charakter einer 1-dimensionalen Darstellung V ist ein Gruppenhomomorphismus G — k*. Die Ab-
bildung ist injektiv, da der Charakter yy die Darstellung V' bis auf Isomorphismus festlegt (Folgerung 4.11).
Die Abbildung ist bijektiv, denn die Kardinalititen beider Gruppen sind gleich: es gibt einen Isomorphismus
G =Z/ny x...Z/nj und, da beide Seiten mit Produkten (in G) vertauschen, geniigt es G = Z/n zu betrachten.
Dann ist n = #G sowie auch fHomg,(Z/n, k%) = #{¢ € k*,(" = 1} = n. (Hierbei verwenden wir k = k und
chark 1 n.) AuBlerdem gilt xvgw (9) = xv(9)xw(g), d.h. obige Abbildung ist in der Tat ein Gruppenisomor-
phismus.

Wir konstruieren einen Isomorphismus G 2 G wie folgt: sei G = Z/ny x ... X Z/ny. Es geniigt den Fall
k=1, dh. G =Z/n zu betrachten. Wihle eine n-te primitive Einheitswurzel ¢ € k*. Dann ist

Z/n —>Z//\n
k(g = ¢)

ein Gruppenisomorphismus.

—
o

Wir konstruieren einen Gruppenhomomorphismus G — (@) mittels der vorigen Beschreibung von G:
g (dg: G = kX, (f: G = k) = f(9))

Diese natiirliche Abbildung ist mit einer Zerlegung G = Z/n; X ... Z/n; kompatibel, wir diirfen also G = Z/n
annehmen. Da beide endlichen Gruppen nach dem vorigen Schritt n Elemente haben, gentigt es, die Injektivitét

zu zeigen. Sei g € Z/n, g # 0. Betrachte f € Z/n, f(k) = ¢* fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢. Dann ist
f(k) =1nur fir k=01in Z/n. Also ist f(g) # 1, d.h. ¢4 # 1, d.h. die Abbildung ist injektiv. O

Bemerkung 5.15. Die Situation mit dem kanonischen Isomorphismus G = G vs. dem nicht-kanonischen Isomor-
phismus G = G ist ganz dhnlich zur linearen Algebra: fiir einen endlich-dimensionalen k-Vektorraum V' gibt es
einen kanonischen (d.h. funktoriellen) Isomorphismus zum Bidualraum

VS5V 0 (VE Sk f — f(v).
Es gibt, da die Dimensionen iibereinstimmen, auch Isomorphismen
VeV,

diese sind jedoch von der Wahl von Basen in V' und V* abhéngig und damit nicht kanonisch. Die Wahl der
Einheitswurzel {, die den Isomorphismus G = G nicht kanonisch macht, entspricht in dieser Analogie der Wahl
der Basen.

Auflerdem erhalten wir hieraus ein konzeptionelleres Verstdndnis der Charaktertafel. Wir verfiigen ndmlich
iiber zwei Basen von Z(kG):

e Die Basis b¢g := ﬁ dec eq, wobei C' C G die Konjugationsklassen von G durchléuft. (Der Vorfaktor

|C|~! wird gleich niitzlich werden, ist aber an sich irrelevant.)

e Die Basis {0w }wenrep(q), S0 dass unter dem obigen Isomorphismus (5.11) dw zu (0,..., (dim w)—t.
idw, 0,...) korrespondiert. (Auch hier ist der Vorfaktor gleich bequem.)

Satz 5.16. Die Charaktertafel von G ist gerade die Basiswechselmatriz der Basen {bc} und {dw }.

Beweis. Sei C C G eine Konjugationsklasse. Wir schreiben b als Linearkombination der dy,. Unter dem obigen
Isomorphismus (5.11) gilt

be — g Wow

1
C
9eC Welrrep(G)

Es gilt bc € Z(kG). Da die Fourier-Transformation ein Ring-Isomorphismus ist, liegt der rechte Term also

in [T Z(End(W)). Es gilt Z(End(W)) C Endg(W) und nach Schurs Lemma (Folgerung 2.3) operiert >° g
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demnach auf jedem W als Ay idyy fiir ein gewisses Ay € k; daher erhalten wir

Z(g W= W) :()‘widW)WEIrrep(G)

9eC Welrrep(G)

(Am W)t (D> g: W — W)idw

9ec W elrrep(G)
_(_L : !
= — tr(go : W — W)idw
dim W W elrrep(G)
= > xw(9)dw.
W elrrep(G)

Hierbei ist go € C ein beliebiges Element und die dritte Gleichheit gilt da tr(g) = tr(zgx1!) fiir g,x € G ist. O

5.1 Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 5.17. Fiir einen Ring R ist das Zentrum Z(R) definiert als
Z(R):={r € R,rs = sr fir alle s € R}.

Zeige, dass das Zentrum Z (k@) des Gruppenrings gerade aus den Klassenfunktionen besteht, d.h. den f : G — k,
die

flghg™) = f(h)
fiir alle g, h € G erfiillen.

Ubungsaufgabe 5.18. Beschreibe die inverse Fourier-Transformation explizit im Fall G = Z /n, k = C und
der Wahl der irreduziblen G-Darstellungen wie in Beispiel 5.5.

Ubungsaufgabe 5.19. (Anwendung der Fourier-Transformation auf Losungen kubischer Gleichungen)

Die Fourier-Transformation lésst sich nutzen, um die seit Cardano (16. Jahrhundert) bekannten Losungsfor-
meln fiir Polynome niedrigen Grades (< 4) zu finden. Ziel dieser Ubungsaufgabe ist es, dies fiir kubische
Gleichungen

bt et +d=0

durchzufiihren. Die folgende Anleitung geht auf Lagrange (um 1770) zuriick, der mit diesem konzeptionelleren
Verstidndnis der Reduktion einer kubischen Gleichung auf eine quadratische Gleichung der Wegbereiter zur
Galois-Theorie war.

Wir suchen xg, x1, 22 € C mit

34 bt2 et +d=(t—x0)(t —x1)(t — 12). (5.20)
1. Wir fassen z € C? als Element in C[Z/3] auf. Sei y = (yo, y1,y2) € C? derart, dass
y" =

Bestimme explizit die z; in Termen der y;.
2. Setze fiir die z; in (5.20) die gefundenen Ausdriicke in Termen der y; ein.
3. Fiihre einen Koeffizientenvergleich in (5.20) fiir die verschiedenen Potenzen von ¢ durch.
4. Stelle (y1y2)® sowie y3 + y3 in Termen von a, ..., d dar.

Zur Probe: es ergibt sich (y;y2)® = (% - %)3

5. Stelle 3 und analog y3 in Termen von (y3 + y3) und (y1y2)3 dar. (Dieser Schritt ist unabhingig von den
vorigen. Er realisiert die 0.g. Reduktion auf eine quadratische Gleichung).

6. Bestimme y; und y2 in Termen von a,...,d und berechne schliefllich mittels der inversen Fourier-Trans-
formation (Ubungsaufgabe 5.18) die xg,z1, z2 in Termen von q,...,d.
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Ubungsaufgabe 5.21. Zeige, dass die Fourier-Transformation

kG — @ End(W)

Welrrepg

ein Isomorphismus von G x G-Darstellungen ist. (Wie zuvor ist die G x G-Wirkung auf kG gegeben durch die
G x G-Wirkung auf G gegeben durch (g, h)-x := gxh~ fiir g, h, x € G; die End(W) werden zur G x G-Darstellung
wie in Definition 3.4.)

Ubungsaufgabe 5.22. Zur Erinnerung: das Spektrum eines kommutativen Rings R besteht aus seinen Prim-
idealen.

1. Zeige dass Spec(k™) aus genau n Elementen besteht. (Hierbei ist k" versehen mit der koordinatenweisen
Addition und Multiplikation.)

2. Sei k algebraisch abgeschlossen, chark 1 £G. Gib eine Bijektion
Irrep(G) — Spec(Z(kG)) (5.23)
an. Hierbei ist Z(kG) das Zentrum des Gruppenrings.

Diese Interpretation zeigt die Bedeutung von Z(kG). In anderen Gebieten der Darstellungstheorie ist dies
ebenso wichtig: Darstellungen von Lie-Algebren g sind Moduln iiber der sog. einhiillenden Algebra U(g). Fiir
eine halbeinfache Lie-Algebra, wie z.B. gl,, regiert das Zentrum Z(U(g)) die Darstellungstheorie von g auf
weitreichende Weise, siehe z.B. [Hum08, Proposition 1.12].

Ubungsaufgabe 5.24. Sei k = C. Zeige, dass die duale Gruppe Irreps(C) = G isomorph zur Gruppe der
Gruppenhomomorphismen
Homg, (G, S*)

ist. Hierbei ist S = {2 € C,|z| = 1} die 1-Sphiire, versehen mit der Multiplikation als Gruppenstruktur.
In dieser Formulierung erlaubt die obige Dualitét eine weitreichende Verallgemeinerung zur sog. Pontryagin-
Dualitdit. Diese besagt: der Funktor

G G = {stetige Gruppenhomomorphismen G — S'}

liefert eine Dualitiit auf der Kategorie der lokal kompakten abelschen Gruppen. Unter dieser Aquivalenz kor-
respondieren kompakte Gruppen zu diskreten Gruppen und umgekehrt. Der Fall der endlichen (=kompakte,
diskrete) Gruppen, den wir betrachtet haben, ist gerade der einfachste Spezialfall hiervon.

Gib Isomorphismen wie folgt an:

e R=R (diese Tatsache ist die Grundlage der Fourier-Transformation reeller Funktionen)
o Sl= Z,
o Z=235"

Ubungsaufgabe 5.25. (Lemma von Artin, Lineare Unabhingigkeit von Charakteren) Sei G eine endliche
Gruppe, X1,---,Xn : G — k* die Charaktere paarweise verschiedener eindimensionaler G-Darstellungen. Seien
ai,...,a, € k. Zeige, dass

aix1+ -+ apxn =0

genau dann gilt, wenn alle a; = 0.



Kapitel 6

Ein Hauch von modularer
Darstellungstheorie

Die Generalvoraussetzung chark 1 G, die wir oben stets getroffen haben, ist eine sehr wesentliche Bedingung.
Wenn sie nicht erfiillt ist, d.h. wenn
chark|iG

gilt, spricht man von sog. modularer Darstellungstheorie. Sie ist grundlegend anders als die Darstellungstheorie
im Fall chark { 4G. Uberdies ist sie weitaus weniger gut verstanden, so kennen wir zwar nach Theorem 6.4 die
Anzahl der irreduziblen modularen S,-Darstellungen, wissen jedoch bis auf wenige Ausnahmen nicht einmal,
welche Dimension sie haben!

Es sei daran erinnert, dass eine (endliche) p-Gruppe G eine Gruppe ist mit der Eigenschaft, dass §G = p” ist.
(Nach den Sylowsitzen ist dies dquivalent dazu, dass die Ordnung aller g € G eine p-Potenz ist. Wir benétigen
dies jedoch nicht.) Beispielsweise ist die Heisenberg-Gruppe

1 b
0 C - GLg(Fq)
0 1

O = Q

(d.h. a,b,c € F, sind beliebig) eine p-Gruppe, wobei ¢ = p™.

Theorem 6.1. Sei G eine p-Gruppe sowie k ein Korper der Charakteristik p. Die einzige (!) irreduzible G-
Darstellung tiber k ist die triviale Darstellung 1.

Wir beweisen dies mit Hilfe des folgenden Lemmas:
Lemma 6.2. Eine p-Gruppe G operiere auf einer endlichen Menge X . Sei X die Menge der Fizpunkte. Dann
gilt
$X = #(X%) mod p.

Beweis. Das Komplement X \ X ist disjunkte Vereinigung nicht-trivialer G-Orbits G - 2. Jedes solche Orbit
ist bijektiv zu G/ Stabg «, insbesondere gilt §(Gz) = p™= mit n, > 1. Hieraus folgt die Behauptung. O

Das obige Theorem folgt direkt aus:

Satz 6.3. Sei V #£ 0 ein k-Vektorraum, chark = p und 7 : G — GL(V) eine Darstellung einer p-Gruppe. Dann
gibt es ein v € V '\ {0}, welches von allen g € G festgehalten wird, d.h. gz = x.

Beweis. Sei x € V' \ {0} beliebig. Betrachte den F,-Untervektorraum X C V, die von den gz, g € G erzeugt
wird. Es gilt £X = p”, nach dem Lemma also p|#(X ). Insbesondere gilt X¢ # {0}, d.h. wir erhalten v wie
behauptet. O

Theorem 6.1 (und auch Theorem 4.22) ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, den wir nicht beweisen oder
benutzen werden:

Theorem 6.4. (Satz von Brauer) Sei k algebraisch abgeschlossen und p := chark > 0. (Der Fall chark|iG ist
zugelassen.) Dann gibt es genau so viele irreduzible G-Darstellungen (iber k) wie p-regulidre Konjugationsklas-
sen, d.h. Konjugationsklassen von Elementen g € G deren Ordnung prim zu p ist.

Der folgende Satz von Jordan-Holder beschreibt, wie (endlich-dimensionale) Darstellungen sich aus irredu-
ziblen Darstellungen erhalten lassen:

39
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Satz 6.5. (Satz von Jordan-Holder) Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe und V' eine endlich-
dimensionale G-Darstellung. Dann gibt es eine Kette von Unterdarstellungen

o=VycWrc---CV,=V (6.6)

so, dass alle V;/V;_1 irreduzibel sind. Fine Kette mit dieser Eigenschaft nennt man auch Kompositionsreihe.
Fiir eine andere Kompositionsreihe
o=VgcV/c.---cV., =V

gilt m = n und es gibt eine Bijektion o € S,, und Isomorphismen von G-Darstellungen V;/V;_q = V;(i)/V;(i)fl.

Beweis. (nach [Bau06]) Zur Existenz einer solchen Kette: wenn V; bereits konstruiert ist, wihle V;11 2 V; mini-
mal so, dass V;11/V; irreduzibel ist. Da alle auftretenden Darstellungen als k-Vektorrdume endlich-dimensional
sind, ist dies moglich. Die Konstruktion endet wiederum aus Dimensionsgriinden.

Sei V; wie oben eine weitere Kompositionsreihe. Wir nutzen im Beweis folgende Notation (die aus der
Gruppentheorie inspiriert ist): fiir eine Darstellung Z und zwei Unterdarstellungen X,Y C Z bezeichnen wir
kurz mit XY die Summe der beiden Darstellungen, d.h. das Bild der Abbildung (von G-Darstellungen)

XY — Z.

Seien nun zwei Kompositionsreihen wie oben gegeben. Wir bezeichnen mit W;; := V; N Vj’ den Schnitt der
Darstellungen. Wir schneiden jede Darstellung in

o=Vgcvic.---cV, =V
mit V; und erhalten eine Kette von Unterdarstellungen von V; der Linge m:
0=WipC--- C Wi =V
Bilden wir die Summe dieser Kette mit V;_; (fiir ¢ > 2) erhalten wir eine Kette
Vici =WpViei CcWypVia C--- C Wi Vi = V4

Da die V; eine Kompositionsreihe bilden ist an genau einer Stelle in dieser Reihe C, ansonsten gilt iiberall

=

Gleichheit. Dies fithren wir fiir jedes ¢ durch und erhalten eine Kette von Unterdarstellungen der Lange nm:

O0=WipWwcWuWhC---CWinVo=W
= WooVi C W Vi C--- C Wa,, Vi = Vo
=W3VoC---CWpmiVu =V, =V.

Analog konnen wir, indem wir die Rollen der V, und V; vertauschen, eine Kette
0= WmVO' C Wllvol C anV;L =V

konstruieren. Die Quotientendarstellungen in dieser Kette sind, nach Konstruktion und obiger Bemerkung,
genau die Quotientendarstellungen die auch in der Kette (V;) auftauchen.
Wir behaupten nun, dass die jeweiligen Quotientendarstellungen isomorph sind, hieraus folgt die Behaup-
tung:
WigVi_y [ Wi j Vi = Wi [ Wi a Wiy j = Wiy [Wija Wiaj — Wi Vi /Wi Vi
———— N N T N N~ —— ——

QN L N’ Q QNN' L’ Q L QNN QN L N

Wir wenden das folgende Lemma auf Q, N, L bzw. @, N, L’ an und erhalten die beiden Isomorphismen rechts
und links. ]

Lemma 6.7. Seien Q, N, L Unterdarstellungen einer gegebenen Darstellung V' mit L C Q. Dann induziert die
Abbildung
q—q:=q+ LN

einen Isomorphismus von G-Darstellungen
Q/L(QNN) =5 QN/LN.

(Hierbei ist, wie oben im Beweis LN die Summe der Unterdarstellungen L und N innerhalb von V.)
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Beweis. Die Abbildung Q — QN/LN, g +— G := g+ LN ist surjektiv. Sei K ihr Kern. Wir miissen zeigen:
K=L(QNN).

“C”:seiz e K,dh.z€eQundz € LN, dh.z=1l4+nmitl € L,n € N. Da L C Q gilt also n € @, d.h.
n€QNN. Alsoist z € L(QN N).

“.geiz=Il4+cmitlec Lundece QNN.Dannistr e Qund T=Ilc=1+c+LN=LN,dh z€ K.

Alternativ kann man auch das 9-er Lemma anwenden:

0 0 0

0——LNN—QNN—QNN/LNN——0

0O——LON —Qa® N Q/L 0
0 LN QN QN/LN ——0
0 0 0

Die Zeilen sind exakt nach Definition, die ersten beiden Spalten ebenfalls nach Definition. Also ist auch die 3.
Spalte exakt, d.h. QN/LN = (Q/L)(QNN)(LNN) =Q/L(QNN). O

Folgerung 6.8. Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe und k ein beliebiger Korper. Es besteht ein
Isomorphismus (von abelschen Gruppen)

P z->rReG)

Velrrepg (k)

ey i—)[V]

Beweis. Eine Abbildung in umgekehrter Richtung ist wie folgt gegeben: seien V' und V' endlich-dimensionale
Darstellungen. Wihle eine Kompositionsreihe 0 = Vo C --- € V,, = V und analog fiir V'. Z#hle, fiir jedes
W € Irrepg, die Anzahl ny der Quotienten V;/V;_1, die isomorph zu W sind und analog die Anzahl ny;, fiir V'.
Die Zahlen ny und ny, sind nach Satz 6.5 wohldefiniert. Bilde dann [V] — [V'] auf den Vektor (nw )w elrrepy
ab. Man priift leicht nach, dass beide Kompositionen die jeweiligen Identitédten sind. O

Fiir eine p-Gruppe erhalten wir folgende Gegeniiberstellung von Darstellungen iiber k:

chark # p ‘ chark =p

vollsténdige Reduzibilitét Unipotenz

irreduzible Darstellungen interessant | irreduzible Darstellungen trivial
Erweiterungen trivial Erweiterungen interessant.

Wir kénnen dies auch in Termen von Matrizen formulieren. Sei also V' eine G-Darstellung fiir eine p-Gruppe
G. Im Fall chark # p gilt
n
Ve
i=1

fiir gewisse irreduzible Darstellungen V(). Wihlen wir Basen (vgi), ey vf:()i)) von V@ so kénnen wir die Wirkung

von g € G auf V ausdriicken als Blockmatrix:
A
A

A)

wobei die A gewisse n(?) x n(9)-Matrizen sind, die die Wirkung von ¢ auf V() beschreiben, d.h. die Eintriige
i) . . i n® (@) (i . . .
Agk) ist bestimmt durch gv]( ) = e A;,gv,(c ). Wenn andererseits chark = p ist, finden wir nach dem Satz 6.5
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eine Kette von Unterdarstellungen V) wie in (6.6) so dass V®) /¥ =1 irreduzibel und damit nach Theorem 6.1

die triviale (1-dimensionale) Darstellung ist. Wir kénnen also induktiv Vektoren 0@ i=1,...,nin V wihlen,
so dass v(M ... () eine Basis von V() ist. Dann schreibt sich die Wirkung von g € G als Matrix der Form
1 a12 . A1n
1
An—1,n
1

Die a;; sind hierbei (eindeutig durch g und die obige Basis festgelegte) Elemente in k, sie beschreiben die
Erweiterungen von G-Darstellungen ' _
0— Vi 5 v® 51590

denn gv) = 2?21 al-jv(j). Die Koeflizienten a;; fiir ¢ > j verschwinden, da nach Konstruktion gv® e V) =

(M. v@) ist. AuBerdem ist a;; = 1, da in der obigen exakten Sequenz gv® auf g (v(®) = w(v(®) abgebildet
wird.

6.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.9. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit chark = p = 2.

1. Zeige, dass S3 genau eine eindimensionale irreduzible Darstellung hat. Zeige aulerdem, dass Ss eine
zweidimensionale irreduzible Darstellung hat.

2. Folgere mittels Theorem 6.4, dass es sich um eine vollstdndige Liste der irreduziblen Ss-Darstellungen
handelt.

Ubungsaufgabe 6.10. Sei k = F, ein endlicher Kérper der Charakteristik p, d.h. ¢ = p™. Sei
1 % *x x
U= | xek s C GLa(k)
1
die Untergruppe der unipotenten n X n-Matrizen. Wir machen V = k" zu einer G-Darstellung via
U c GL, (k) = GL(V).

Bestimme eine Kompositionsreihe 0 = Vo € Vi C --- C V,,, = V dieser U-Darstellung V. Ist V' isomorph (als
U-Darstellung) zur direkten Summe @;", V;/Vi_1?



Kapitel 7
Mackey-Theorie

Notation 7.1. In diesem Abschnitt seien G, H beliebige Gruppen und k ein beliebgier Koérper.

Kurz gesagt befasst sich die Mackey-Theorie mit der Frage, wie Darstellungen einer Gruppe Anlass zu
Darstellungen anderer Gruppen geben und inwieweit unter diesen Bildungen irreduzible Darstellungen bewahrt
bleiben. Die einfachste derartige Konstruktion ist die Restriktion, der wir bereits begegnet sind: das &uflere
Tensorprodukt V X W zweier G-Darstellungen V und W ist eine G x G-Darstellung. Betrachten wir nur die
Wirkung der Untergruppe G = Ag := {(g,9)|g € G}, so erhalten wir V ® W. Die Induktion liefert umgekehrt
fiir eine H-Darstellung und eine Ubergruppe G O H eine G-Darstellung.

7.1 G-Mengen

Um all die o.g. Begriffe bequem handhaben zu kénnen, beginnen wir mit einigen Bemerkungen iiber G-Mengen.

Definition 7.2. Eine G-Menge ist eine Menge X zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus 7 : G —
Aut(X). Wir schreiben wie tiblich g-x oder gz fiir 7(g)(z). Eine G-dquivariante Abbildung ist eine Abbildung von
Mengen f: X — Y so dass f(gz) = gf(x) gilt. Wir schreiben Homg(X,Y) fiir die Menge dieser Abbildungen.
Ein G-dquivarianter Isomorphismus ist eine bijektive G-aquivariante Abbildung.

Man beachte die Ahnlichkeit dieser Definition zu Definition 1.2: wir haben lediglich die Worte “Vektorraum”
und “lineare Abbildung” durch “Menge” und “Abbildung von Mengen” ersetzt. Auch die folgenden Resultate
kann man als (erheblich einfachere) Varianten der Aussagen in den bisherigen Kapiteln sehen: (i) entspricht
dem Satz von Maschke (Theorem 1.17), (v) ist ein Analogon von Schurs Lemma.

Satz 7.3. Seien H, K C G Untergruppen und X eine G-Menge.

(i) Es besteht ein Isomorphismus von G-Mengen
X=| |G/H;,
iel

d.h. einer disjunkten Vereinigung, wobei die H; C G Untergruppen sind (aber nicht notwendig Normaltei-
ler). Hier und im folgenden operiert G auf G/H; von links, d.h. g - (xH;) := (gx)H;.

(ii) Es besteht ein Isomorphismus von G-Mengen
G/H x X -G x" X := (G x X)/H,
(9H, ) —g,9™ "]
(9, 92) g, z].

Hierbei wirkt H auf dem Ausdruck rechts diagonal, d.h. h - (g,z) := (gh™', hz) und [~] bezeichnet die
Nebenklasse beziiglich dieser Wirkung.

(iii) Sei S C G ein vollstindiges Reprisentantensystem von H \ G/K (d.h. die Abbildung S C G — H\ G/K
ist bijektiv). Dann besteht ein Isomorphismus von G-Mengen

| | G/(HnsKs™") =G/H x G/K,
ses (74)
g in der s-Komponente —(gH, gsK).
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(iv) Es gilt Homg(G/H,X) = X fiir jede Untergruppe H C G und jede G-Menge X .

(v) Es gilt Homg(G/H,G/K) # 0 genau dann, wenn H zu K subkonjugiert ist, d.h. wenn es g € G gibt mit
gHg ' C K.
Auferdem ist G/H als G-Menge isomorph zu G/K genau dann, wenn H zu K konjugiert ist. Ferner ist
die Abbildung
Wa(H) := Ng(H)/H —Autg(G/H)
x—(gH — gzH)

ein Gruppenisomorphismus. (Hierbei ist Ng(H) der Normalisator von H in G, d.h. Ng(H) = {g €
G,gH = Hg}.) Die Gruppe W (H) oder kurz WH heifst Weyl-Gruppe (von H in G).

Beweis. Wir zeigen nur (i) und (iii), die iibrigen Aufgaben sind eine (shnlich leichte) Ubungsaufgabe.

(1): Zunéchst ist X die disjunkte Vereinigung der G-Orbits G-z, fiir geeignete z; € X (denn wenn G-z,NG-x;
nicht leer ist, so gilt ; € G - x;.) Auf jeder solchen G-Menge G - x; operiert G transitiv. Der Stabilisator
H; := Stabg z; := {g € G, gz; = x;} ist eine Untergruppe. Die Abbildung G/H; — G - x;,gH; — g - x; ist eine
G-dquivariante Bijektion.

(ii): Dieser Isomorphismus entsteht durch H-Quotientenbildung des Isomorphismus (auf dem ersten Term
wirkt G nur auf dem ersten Faktor, rechts wirkt es diagonal auf beiden Faktoren):

GxX—=>GxX,
(9.2) — (9.9 ").

(iii): Wenden wir (ii) auf X = G/K an, erhalten wir G/H x G/K = G x G/K. Betrachte die kanonische
Abbildung ¢ : G x¥ G/K — H \ G/K, die die erste Komponente vergisst. Das Urbild ¢~!(HsK) besteht
gerade aus den [z, sK], wobei z € G beliebig und [—] wie oben die Nebenklasse bzgl. der diagonalen H-Wirkung
bezeichnet. Offenbar operiert G transitiv auf ¢ ~!(HsK) und der Stabilisator ist HNsKs~': wenn fiir ein g € G
gilt [g, sK] = [eq, sK] gibt es ein h € H mit gh~! = e und hsK = sK. Dies ist dquivalent zu g = h € sKs~1. O

7.2 Aquivariante Vektorbiindel

Wir werden Mackey-Theorie mit Hilfe von sog. &dquivarianten Vektorbiindeln formulieren, d.h. die Aussagen
der Mackey-Theorie geometrisch deuten, was z.B. auch bei der Analyse von Darstellungen der symmetrischen
Gruppen S,, und der Gruppen GL,,(F,) dienlich ist, siehe z.B. [Liu80] und auch [Bum13, §47].

Als Motivation fiir diese geometrischen Aussagen dient folgende Situation:

W= f1(X)—Z—"3R

| s

XC———Y

hierbei seien X,Y, Z endliche Mengen und f, ¢ beliebige Abbildungen. Die Funktion z kénnen wir einerseits
zuerst auf W einschrinken und dann “integrieren”, d.h. betrachten

T Z o(w).
wef~1(z)
Umgekehrt kénnen wir diesen Ausdruck auch erhalten, indem wir zunéchst “integrieren” (d.h.
y o > p(2)
z€f~1(y)

betrachten) und diese Funktion dann auf X einschrinken. Offensichtlich stimmen beide Funktionen tiberein.

Die Formulierung des Satzes von Mackey, die wir anstreben, wird dhnlich sein, nur dass wir anstelle von
Mengen G-Mengen benutzen (und G-dquivariante Abbildungen zwischen ihnen) und anstelle einer Funktion
sog. G-dquivariante Vektorbiindel. Diese Begriffe fithren wir zunéchst ein.

Definition 7.5. Sei X eine G-Menge. Ein G-dquivariantes Vektorbiindel auf X besteht aus einem k-Vektorraum
V. fiir jeden Punkt & € X sowie einer k-linearen Abbildung

Pgx Ve = Vg



7.2. AQUIVARIANTE VEKTORBUNDEL 45

fir alle g € G, € X derart, dass gilt @, = idy, fiir alle 2 und so, dass fiir alle z € X, ¢,¢' € G folgendes

Diagramm kommutiert.
Pglg,x

g’ g

Vx LP!N”> Vg:v ? Vg’ga:
Diese Objekte und die folgenden naheliegenden Morphismen bilden eine Kategorie Vectg(X); fiir jedes € X

eine lineare Abbildung f, : V,, — W, so dass folgendes Diagramm kommutiert

Pg,x
Ve —— Vgz

e

Pg,x
W, —"5 W,

Beispiel 7.6. Fiir die Menge X = {*} (notwendigerweise versehen mit der trivialen G-Wirkung) ist ein G-
dquivariantes Vektorbiindel auf {+} nichts anderes als eine G-Darstellung.

Dieses Beispiel wird durch folgendes Lemma verallgemeinert. Wir betrachten hierfiir den folgenden Funktor
E : Rep(H) — Vectg(G/H),W — E(W) :=G x? W.

Hierbei ist G x# W der Quotient von G x W beziiglich der Aquivalenzrelation (gh,w) ~ (g, hw) (hierbei ist gh
das Produkt in G und wie iiblich hw := 7 (h)(w) fiir die H-Darstellung H = GL(W)). Wir haben eine natiirlich
Abbildung E := E(W) := G x! W — G/H, [(g,w)] + gH. Bezeichne E,y das Urbild von gH unter dieser
Abbildung. Wir machen E,g zu einem Vektorraum mittels der Addition die induziert ist durch

(guwl) + (g7w2) = (9711)1 + ’LUQ).

(Dies ist wohldefiniert, denn es gilt (gh, w1)+(gh, w2) = (g, hw1)+ (g, hwa) = (g, hwi +hws) = (g, h(wi +ws)) =
(gh, w1 +ws), da die H-Wirkung auf W durch (k-lineare) Endomorphismen gegeben ist). Analog definiert man
die skalare Multiplikation. Wir versehen F mit der G-Wirkung die durch

z (g, w) := (xg,w)
—— ——
[SIOPyZ (SO

fir £ € G induziert ist. Man priift leicht nach, dass dies in der Tat ein G-Vektorbiindel auf G/H ist.

Lemma 7.7. Sei H C G eine Untergruppe. Dann ist ein G-dquivariantes Vektorbindel V' auf G/H mnichts
anderes als eine H-Darstellung. Prdziser gesagt liefern die Zuweisungen

V = (Vi, mit der gegebenen H-Wirkung),
EW)=Gx"TW «w
eine Aquivalenz von Kategorien
Vectq(G/H) — Rep(H).

Beweis. Sei V € Vectq(G/H). Dann ist die Abbildung G x# (Vi) =V, (9 € G,7 € Vi) — g u(r) € Vyu ein
Isomorphismus von G-Biindeln auf G/H.
Sei umgekehrt W € Rep(H). Dann besteht ein Isomorphismus von H-Darstellungen

W 2= (G xT W), w e [(e,w)]
denn die rechte Seite besteht gerade aus H-Nebenklassen von Paaren (g, w) mit gH = eH, d.h. g € H. O

Der Vorteil, Vecte(G/H) anstelle von RepH zu betrachten ist, dass wir Abbildungen zwischen verschiedenen
Darstellungskategorien flexibler handhaben kénnen.

Definition 7.8. Sei f: X — Y eine Abbildung von G-Mengen. Dann ist die Restriktion definiert als
f i Vectg(Y) — Vectg(X)
die einem G-Biindel (V,, pv,4,) auf Y folgendes G-Biindel auf X zuweist:

(FV)e = Vi@, rvige = tvigs@ : (V)e = (F*V)ga) -
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Definition 7.9. Sei f: X — Y eine Abbildung von G-Mengen. Wir definieren einen Funktor (“Koinduktion”)
fi: Vectg(X) — Vectg(Y)

durch
(fV)y= P W

z€f~1(y)

und

Pg.y @ Vzeaiéw @ Voa = @ Ve = (fiV)gy-

z€f~1(y) z€f~1(y) z€f~1(gy)

Ein zweiter Funktor (“Induktion”)
fx : Vecta(X) — Vectg(Y)

ist analog definiert, nur dass tiberall €@ durch [] ersetzt wird.

Bemerkung 7.10. GemiB Ubungsaufgabe 7.43 lassen sich Permutationsdarstellungen k[X] bequem durch die
Koinduktion fiir die Abbildung X — {x} ausdriicken. In der Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der
Borelgruppe B (4.35) und auch der Darstellungen der A4 (Ubungsaufgabe 4.56) war die Konstruktion geeigneter
Permutationsdarstellungen ausschlaggebend fiir die Konstruktion aller irreduziblen Darstellungen. Allgemeiner
wird die Moglichkeit “neue” Darstellungen durch (Ko-)Induktion zu erhalten, in verschiedenen Fillen von
Nutzen sein, siehe z.B. Ubungsaufgabe 7.45 fiir die Heisenberg-Gruppe.

Bemerkung 7.11. Wir erhalten stets eine natiirliche Abbildung
Wenn die Urbilder f~!(y) fiir alle y € Y endlich sind, ist diese Abbildung ein Isomorphismus.

Definition 7.12. Seien C,D zwei Kategorien und F' : C — D sowie G : D — C zwei Funktoren. Man sagt
“F ist linksadjungiert zu G” oder “G ist rechtsadjungiert zu F”, wenn es fiir Objekte X € C und Y € D eine
funktorielle Bijektion

YxX)y - HOIHD(F(X),Y) = HOInc(X, G(Y))

gibt. Funktoriell bedeutet hierbei, dass fiir Morphismen X’ ENS e (in C) und Y % Y’ (in D) das folgende
Diagramm kommutiert:

o~

Homp (F(X),Y) — Home (X, G(Y))
Jb»—)goboF(f) laHG(g)oaof
Homp (F(X'),Y") ————— Homg(X', G(Y")).
Theorem 7.13. (Frobenius-Reziprozitit) Sei f : X — Y eine Abbildung von G-Mengen.
(i) Dann gibt es funktorielle Bijektionen fir alle M € Vectg(X), N € Vectg(Y):
Homveetq(v) (fiM, N) = Homvyeetg (x) (M. f*N),
HomVectg(X)(f*Na M) i HomVectG(Y) (N7 f*M)
Mit anderen Worten, fi ist linksadjungiert zu f* und f. ist rechtsadjungiert zu f*.

(ii) Wenn die Urbilder f~'(y) alle endlich sind, ist gemdfl Bemerkung 7.11 fi = f., d.h. der links- und
rechts-adjungierte Funktor von f* stimmen tberein.

Bemerkung 7.14. Teil (ii) werden wir v.a. anwenden, wenn G endlich und die G-Mengen von der Form
G /Untergruppe
(also auch endlich) sind. Die harmlos aussehende Aussage ist durchaus etwas besonderes, denn oft haben rechts-

und links-adjungierte Funktoren (sofern sie iiberhaupt existieren) eines gegebenen Funktors wenig miteinander
gemeinsam, siehe z.B. Ubungsaufgabe 7.48.
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Beweis. Eine Abbildung von G-Vektorbiindeln auf Y j : fiM — N ist besteht aus linearen Abbildungen
Jy EBIHy M, — Ny, die mit der G-Wirkung vertréglich sind, d.h. fiir alle g € G kommutiert

Jy
®,.,, Ms >N,

lsf’g,m J‘/’g,y

Jgy
@ml—my Mx NQZ/'

Dies ist dquivalent dazu, Abbildungen M, — Ny (,) fiir alle x € X anzugeben, so dass das folgende Diagramm
kommutiert:
Ja
My —— Ny ()

J‘PQ,I J’V’g,f(r)
Jgy

My — Nys(a)-

Dieses Datum ist gerade eine Abbildung von G-Biindeln auf X: M — f*N. Der Beweis der zweiten Aussage ist
analog. O

Die folgende Tatsache wird spéter im Beweis der Induktionssétze eine grundlegende Rolle spielen. Sei X eine
G-Menge und V, W zwei G-Vektorbiindel auf X. Dann definieren wir

VeWw
als das G-Biindel, mit (V@W), = V,@W, und @4, : (VRW), — (VOW),, ist definiert als ¢, v,» ®pg w,,- Man
priift sofort nach, dass es sich um ein G-Biindel handelt und dass unter der Aquivalenz Vectg(G/H) — Repy

(Lemma 7.7) dieser Begriff gerade zum bekannten Tensorprodut von Darstellungen korrespondiert.

Satz 7.15. Sei f : X = Y eine Abbildung von G-Mengen, V ein G-Biindel auf X, W ein G-Biindel auf Y. Dann
gibt es einen (in V und W funktoriellen) Isomorphismus von G-Biindeln auf Y, die sog. Projektionsformel:

AV @ W) = iV W.

Beweis. Es gilt
(Ve W), =@BVefw,

=PV (f W)
= @(Vw ® Wu)

z (@ vx> @ W,
= (f!V)y © Wy.

Hierbei haben wir in * die Tatsache benutzt, dass Tensorprodukte mit direkten Summen vertauschen. Man
priift sofort nach, dass fiir g € G dieser Isomorphismus mit der g-Wirkung auf beiden Seiten vertraglich ist. [J

Bemerkung 7.16. Mit f. wire die obige Aussage i.A. (d.h. wenn f~!(y) unendlich ist) falsch, da ® i.A. nicht
mit [] vertauscht.

Wir kommen nun zum Satz von Mackey, in einer Formulierung mittels Vektorbiindeln auf G-Mengen.

Theorem 7.17. (Mackey) Sei
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ein kartesisches Diagramm von G-Mengen, d.h. die Abbildung ¢ : X' — X xy Y’ :={(z,v), f(z) = s(y')} C
X xY' &' ('), f/(2)) ist ein Isomorphismus (von G-Mengen):

Yy —>—Y.
Dann gibt es fir jedes V € Vectg(X) (in V' funktoriellen) Isomorphismen

fis™*V = st AV,
SRV = f18*V.

Beweis. Betrachte das Diagramm

Y —2 Y

worin ¢ ein Isomorphismus ist. Es gilt dann z.B. fls™* = 5% ¢*¢1 f) und, da ¢ ein Isomorphismus ist, gilt ¢*¢; = id.
Ahnliche Uberlegungen fiir die anderen Terme gestatten uns, anzunehmen, dass X’ = X xy Y’ ist.
Sei V € Vectg(X) und ¢’ € Y. Dann ist

(F"V)y = B (V) = D Vi

’ ’
x/ )f_)y/ x! ,Ly/

Dies ist (wegen X’ = X Xy Y”’) das gleiche wie
P V= (V)sy) = (5"AV)y.
abs(y)

Der Beweis des zweiten Isomorphismus ist dhnlich, nur mit [ anstelle von €. O

7.3 Algebraische Beschreibung von Induktion und Restriktion

Restriktion, Induktion und Koinduktion, die oben auf geometrische Weise erhalten wurden, lassen sich auch
algebraisch beschreiben. Fiir einen (nicht notwendig kommutativen, aber mit 1) Ring R bezeichne Modg die
Kategorie der Links-R-Moduln. Da wir nur Links-Moduln betrachten werden, bezeichnen wir sie in der Folge
kurz nur als Moduln.

Direkt aus den Definitionen des Begriffs “Modul” und “Modulhomomorphismus” folgt:

Lemma 7.18. FEine G-Darstellung ist dquivalent zu einem kG-Modul. Eine G-dquivariante Abbildung ist
dquivalent zu einem kG-Modulhomomorphismus.

Wir erhalten also folgende Aquivalenzen von Kategorien (fiir eine Untergruppe H C G):
Vectq(G/H) = Repy = Mod

und insbesondere
Vectg({*}) = Repg = Mody¢.

Direkt aus der Definition von f* erhalten wir:
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Lemma 7.19. Sei H C G eine Untergruppe. Wir betrachten den sog. Restriktions-Funktor
Resf : Modge — Modyx

bzw.
Resg : Reps — Repy

der einen kG-Modul (bzw. eine G-Darstellung) V abbildet auf V', aufgefasst als kH-Modul vermdge der Inklusion
kH C kG (bzw. aufgefasst als H-Darstellung vermége der Inklusion H C G). Dann kommutiert folgendes
Diagramm, wobei die Zeilen die o.g. Aquivalenzen von Kategorien sind und f : G/H — G/G = {x} die
eindeutige Abbildung ist:

Vectq(G/G) = Repg — = Modke
J{f* J{Resg J{Resg
Vectq(G/H) = Repy — = Modyy.

Wir beschreiben nun die adjungierten Funktoren f. und f; in Termen der Modul- bzw. Darstellungskatego-
rien. Hierzu verwenden wir eine Tatsache aus der Algebra:

Lemma 7.20. Sei R — S ein Ringhomomorphismus beliebiger Ringe (nicht notwendig kommutativ, aber mit
1). Dann hat der Vergissfunktor
U : Modg — Modg

sowohl einen rechtsadjungierten Funktor Hompg(S, —) und einen linksadjungierten Funktor S®r—. (Hierbei wird
fiir einen Links-R-Modul M Hompg(S, M) zum Links-S-Modul wie folgt: firs€ S, f: S — M ist sf : S - M
gegeben durch S >t — f(ts).)

Satz 7.21. Sei H C G eine Untergruppe. Sei wieder f : G/H — G/G = {x}. Vermége der o.g. Aquivalenz
identifizieren sich die Funktoren f, und f wie folgt:

Vecte(G/H) = . Repy

J{f* llndg:_Homky(kG,—)

Vectq (%) —= Repg

sowre
Vecte(G/H) = . Repy

J/f! J{Colndﬁ:-kG@kH

Vectg(*) = Repg

Die Funktoren Indfl und CoInde bezeichnen wir als Induktion (von H nach G) bzw. Koinduktion.
Es gilt fir W € Repg, V € Repy die Projektionsformel, d.h. ein kanonischer Isomorphismus

CoInd%(V @ Res2W) = Colnd§V @ W. (7.22)

Hierbei ist links das Tensorprodukt von H-Darstellungen, rechts das von G-Darstellungen gemeint.
Es gibt stets eine natiirliche Transformation von Funktoren

CoInd$§, — nd$.

Falls H C G endlichen Index hat (insbesondere immer dann, wenn G endlich ist) ist diese ein Isomorphismus,
d.h. es gilt (funktoriell) fiir jeden kH-Modul M :

kG @y M = Homyy (G, M).
Beweis. Wir nutzen folgende Tatsache: seien
ctHpSe

Funktoren sowie F/ : D — C und G’ : £ — D rechtsadjungierte Funktoren von F bzw. G. Dann ist F’ o G’ ein
rechtsadjungierter Funktor von G o F.
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Fiir eine Untergruppe K C G sei Ak : Vectqg(G/K) — Repg der obige Funktor und Byg : Repg —
Vecte(G/K) der obige inverse Funktor. Da es sich um eine Aquivalenz von Kategorien handelt, ist Ax sowohl
rechts-, als auch linksadjungiert zu Br. Um

IHngAH :AGOf*

zu sehen, geniigt es zu zeigen, dass beide Funktoren rechtsadjungiert zu dem gleichen Funktor sind. In der Tat,
sie sind nach Lemma 7.18 und nach der obigen Bemerkung beide rechtsadjungiert zu

Lemma 7.19
BHOReSg = f* o Bg.

Bemerkung 7.23. Expliziter gilt fiir H C G, V € Repy:
Ind§ (V) = {f: G =V, f(hg) = hf(g), Vh € H,g € G}. (7.24)

Eine solche Funktion f ist eindeutig durch ihre Werte an einem Reprisentantensystem S C G von H\G
bestimmt, d.h. als Vektorraum gilt Ind% (V') = Abb(S, V) (Abbildungen von Mengen). Falls #S = #H\G endlich
ist, gilt also insbesondere

dim Ind§V = #(H\G) - dimy, V.

Ein Element g € G wirkt auf f € IndgV (aufgefasst als Abbildung G EN V') wie folgt:

(9 F)(x) = flzg),

denn kG wird zu einem kG- Rechts-Modul durch die Ringmultiplikation. Die Rechts-kG-Modul-Struktur von kG
liefert die obige Links-kG-Modulstruktur auf Homy g (G, V).

Der Restriktionsfunktor wird oft auch nur mit —|p bezeichnet. Mit dieser Notation gelten folgende Gleich-
heiten, die sog. 1. Frobenius-Reziprozitit (die jedoch eine Tautologie ist):

Homp (V|g, W) = Homg (V,IndGW) VV € Repg, W € Repyy
und die sog. 2. Frobenius-Reziprozitit, die gilt wenn der Index [G : H]| endlich ist:
Homg (Ind$V, W) = Homp (V, W|x) YV € Repy, W € Repg.

Beispiel 7.25. Sei G = S3 und H = Az = ker(Ss3 BN Z/2) die alternierende Untergruppe. Die Gruppe G = S3
wird erzeugt durch die Elemente x = (12), y = (123) mit den Relationen 22 = 1, y*> = 1 und yz = xy?
(Ubungsaufgabe 1.32). Die Untergruppe H wird durch y erzeugt mit der Relation 4> = 1. Sei V = C die
1-dimensionale H-Darstellung, die y auf die primitive 3. Einheitswurzel w = €2>7/3 abbildet.

Sei f: G — Cmit f(hg) = hf(g) fiir alle h € H, g € G. Als Repriisentantensystem fiir H\G wihlen wir
S = {1,z}. Als C-Vektorraum ist Ind%V gegeben durch Abb(S,C) = C?, f — (f(1), f(x)). Die Wirkung von
x € G auf f ist

(@f)1) = f(2), (ef)(x) = f(2*) = f(1)

d.h. z wirkt auf C? durch Vertauschen der Standardbasisvektoren, d.h. in Matrizenschreibweise als ( 1 1 )

Die Wirkung von y € G auf f ist
wHA) = fly) =yf(1) =wf(1),

sowie

Wh)(x) = flzy) = f(y°2) = y*f(2) = &’ f(2).
D.h. beziiglich der obigen Basis (gegeben durch die Elemente 1, x) hat y die Matrix ( w 2 ) Dies ist gerade
die 2-dimensionale (irreduzible) Darstellung von S5 aus Beispiel 1.7.
Wir bestimmen nun die Charaktere von restringierten bzw. induzierten Darstellungen:
Satz 7.26. Sei H C G eine Untergruppe.

(i) Fir eine endlich-dimensionale G-Darstellung W gilt

XReng(h) = XW(h)
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(ii) Falls H endlichen Index in G hat, wihle ein Reprdsentantensytem S von H\G. Dann gilt fiir jede endlich-
dimensionale H-Darstellung V :

Xmagv(9) = Z xv(sgs™).
se€S,sgs—tecH
Falls chark t §H so gilt auflerdem:

1 _
Xlndgv(g) T Yy Z xv(sgs™).
s€G,sgs—1eH

Beweis. Die erste Aussage ist direkt klar nach Definition.
Fiir die zweite Aussage nutzen wir die Zerlegung (als k-Vektorriume)

I:=Ind%V = Abb(S,V) = V&9,

Fiir s € G sei Iy C I der Unterraum der Funktionen f, die auf allen = ¢ Hs verschwinden. Diese Bedingung
héngt nur von der Links-Nebenklasse Hs € H\G ab und wir erhalten eine Zerlegung (als Vektorrdume) I =
P.c H\G I, = @,c51s. Die Wirkung eines g € G auf I permutiert die direkten Summanden, genauer gilt

gl = Iyy-1, denn (gf)(x) = f(xg).
Es gilt also

s€S,sg~1eHs

Die Bedingung in der Summe ist #iquivalent zu sgs~! € H. Wir nutzen nun folgende Isomorphismen:
varn by,

a(v) = (hs — h-v), B(f) := f(s). Es gilt aulerdem

tr(l, S 1) = te(V S I, 5 1, 3 V) = tr(V *25 V).
Hieraus folgt die erste Behauptung. Die zweite folgt hieraus unter Benutzung der Bijektion H x S — G, (h, s) —
hs und der Tatsache, dass xy eine Klassenfunktion ist, d.h. dass gilt xv ((hs)g(hs)™1) = xv(hsgs™th™!) =
O

xv(sgs™).
Viele Autoren formulieren den Satz von Mackey wie folgt; wir erhalten es als Spezialfall:

Folgerung 7.27. Seien H, K Untergruppen von G. Wihle ein vollstindiges Reprisentantensystem S von H \
G/K. Fiir s € S schreibe Ky := HNsKs™!. Sei m : K — GL(V) eine K-Darstellung und betrachte die
Darstellung

st Ky = GL(V), 74(2) = 7(s ™ as).

Dann gilt fiir jede K-Darstellung V :

ResfInd%V = [ ] Indj{ V..
sES

Resf; Colnd %V = @B Colndj; V..
seS

Beweis. Wir nutzen Satz 7.3 und betrachten das kartesische Diagramm

G/K x G/H =||,.4G/K, ~——— G/K
| |
G/H z G/G =

Hierbei ist f'(¢K,) = gH und 2'(gK,) = gsK. Es gilt nun ResgIndf( = 2*f,. Nach dem Satz von Mackey
in der Form von Theorem 7.17 ist dies isomorph zu f|z"*. Der Funktor f| ist gerade []..qIndg, H. Schreibe
2zt :G/Ks — G/K, g — gs.

seS
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Die Abbildung 2’ ist auf der s-Komponente in | |, G/K, gegeben durch gK := gsK. Die Behauptung folgt
nun aus der Tatsache, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Vectq(G/K) L Vectq(G/Ks)

AKJ/E AKSJ/E

Rep(K) Gt Rep(Ks).

Dies priifen wir nach, indem wir mit V' € Vectg(G/K) beginnen. Bezeichne Ay : Vectq(G/K) — Repy die
obige Aquivalenz von Kategorien, gegeben durch Ax (V) = Vk. Analog mit Ag,. Es gilt dann Ag_((2))*V) =
(28)*(V)k., = Vr(k.) = Vik. Ein Element x € K, schreibt sich als z = sks™!' mit k& € K und wirkt auf Vi
wie folgt:

Px,sK - Vi — (Zé)*V.LKS = Visk.

Andererseits ist Ax (V) = Vk und (Vk)s ist der gleiche Vektorraum Vi, nur dass ein @ € K hierauf wirkt
durch zv := s~'zsv. Nach Definition eines Vektorbiindels kommutiert folgendes Diagramm:

Pu
Vik ——————— Vasx = Vark

%T
Ps—las=%Py

Vg ——mM8—

Also kommutiert auch das obige Diagramm. O

7.4 Verhalten von Irreduzibilitit unter Induktion und Restriktion,
Multiplizitat 1

Theorem 7.28. (Mackeys Irreduzibilititskriterium) Sei H C G eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G,
W eine endlich-dimensionale H-Darstellung und V := Indi die induzierte G-Darstellung. Sei k algebraisch
abgeschlossen und chark 1 §G. Dann ist V genau dann irreduzibel, wenn folgende beide Bedingungen erfillt sind:

(a) W ist irreduzibel

(b) Fiir alle s € G\ H sind die Darstellungen W* und ResgsW disjunkt, d.h. es gibt keine irreduzible Hg-
Darstellung, die (in der Zerlegung in irreduzible) sowohl in W* als auch ResgsW auftaucht. Hierbei ist
wie oben Hy := H N sHs™' und W* ist die Hy-Darstellung, die durch den Vektorraum W mit der obigen
H,-Wirkung versehen ist, d.h. x € H,, wirkt als s~'xs(€ H) auf W.

Beweis. Es gelten folgende Gleichungen, die erste nach Frobenius-Reziprozitéit, die zweite nach Folgerung 7.27,
dann wiederum Frobenius-Reziprozitét:

(V,V)e = (W,ResG V)

> (W Indj W)
seH\G/H

> (RespW, W),
seH\G/H

:st.

Fiir s = 1 gilt dy = (W, W)y > 1. Nach Satz 4.12 ist V genau dann irreduzibel, wenn (V,V)s = 1, dies ist nach
obiger Rechnung genau dann der Fall, wenn d; = 1 und ds = 0 fiir alle HsH # HeH € H \ G/H, d.h. fir alle
s ¢ H. Dies sind genau die Bedingungen (a) und (b). O

Bemerkung 7.29. Der obige Beweis zeigt, dass fiir die Richtung < die Voraussetzung (b) nicht benétigt wird.
Siehe auch Ubungsaufgabe 7.47 fiir einen anderen Beweis dieser Implikation.

Beispiel 7.30. e Die Darstellung kG = Ind¥k ist (fiir G # 1) nach Ubungsaufgabe 1.36 reduzibel. Im
obigen Kriterium ist Bedingung (b) verletzt, denn 1° und Resg*"l sind beide trivial, insbesondere nicht
disjunkt.
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e Die 2-dimensionale Darstellung p; = IndiS3 W wie in Beispiel 7.25 ist (wie wir bereits wissen) irreduzibel.
Dies kann man mittels Mackeys Kriterium ebenfalls leicht verifizieren.

e Fiir ein anderes Beispiel sieche Ubungsaufgabe 8.47.
Eine zweite Frage ist das Verhalten irreduzibler Darstellungen unter der Restriktion.

Beispiel 7.31. Die zwei-dimensionale irreduzible S3-Darstellung ps in Beispiel 1.7 lsst sich zu einer Darstellung
der Sy C S3 einschriinken. Da Sy = Z/2 abelsch ist, ist diese Darstellung nach Folgerung 2.4 reduzibel. In der
Notation von Beispiel 1.7 wird S3 von & € So = {1,2} und y ¢ Sy erzeugt. Die Restriktion ist also die
2-dimensionale Darstellung versehen mit
_ (0 1Y 2 2
T = ( 10 > D k4 — ke

d.h. Multiplikation mit dieser Matrix, oder anders ausgedriickt das Vertauschen der Basisvektoren e, e; € k2.
Diese Darstellung zerlegt sich als
Resggpg =k-(L,L1)®k-(1,-1)

=1g, De .
Hierbei ist € : Sy — GL(k) die Signums-Darstellung, gegeben durch o — (—1)%?)id,,, d.h. z +— —id.

Definition 7.32. Eine G-Darstellung hat die Multiplizitit-1-FEigenschaft, wenn fiir jede irreduzible G-Dar-
stellung W gilt
(V.w) <1,

d.h. wenn in einer Zerlegung V' = @y cpyrep,, W die ny < 1 sind.
Definition 7.33. Sei H C G eine Untergruppe und V eine H-Darstellung.

1. Das Tripel (G, H, V) heiBt Gelfand- Tripel wenn Ind$V (als G-Darstellung) die Multiplizitit-1-Eigenschaft
hat.

2. Das Paar (G, H) heifit Gelfand-Paar, wenn (G, H, 1) ein Gelfand-Tripel ist.

3. Das Paar (G, H) heifit starkes Gelfand-Paar, wenn (G, H,V) fiir jede irreduzible H-Darstellung V' ein
Gelfand-Tripel ist.

Wir betrachten diese Eigenschaften im folgenden nur im Fall
chark { |G|, k = k,

denn zumindest fiir p-Gruppen und chark = p ist die Eigenschaft nach Theorem 6.1 stets erfiillt.

Bemerkung 7.34. Nach Frobenius-Reziprozitit ist (G, H, V') ein Gelfand-Tripel genau dann, wenn fiir alle W €
Irrep; gilt:
(V,ResBW)y < 1.

D.h. die irreduziblen G-Darstellungen zerfallen, als H-Darstellungen in einer Weise, so dass keine irreduzible
H-Darstellung mehr als einmal auftaucht.

Beispiel 7.35. Das Paar (S5, S5) ist ein starkes Gelfand-Paar (vorausgesetzt k = k, chark { 6): fiir die irreduzible
Darstellung py haben wir es iiberpriift; die iibrigen irreduziblen Ss-Darstellungen sind beide eindimensional (1
und ¢, siehe Beispiel 1.7) und daher auch nach Restriktion noch irreduzibel.

Beispiel 7.36. Sei G abelsch und H C G eine Untergruppe. Dann ist (G, H) ein starkes Gelfand-Paar, da die
irreduziblen G-Darstellungen nach Theorem 4.22 alle eindimensional sind.

D.h. die Eigenschaft ist nur fiir nicht-abelsche Gruppen interessant. Andererseits ldsst sich vermuten, dass
sich hinter der Multiplizitit-1-Eigenschaft eine gewisse Kommutativitdtsbedingung verbirgt. Dies ist in der Tat
der Fall:

Theorem 7.37. Sei H C G eine Untergruppe einer endlichen Gruppe. Sei W eine irreduzible H-Darstellung.
Dann sind dquivalent:

(i) (G,H,W) ist ein Gelfand-Tripel, d.h. fir jede irreduzible G-Darstellung V' enthdlt ResgV die Darstellung
W héchstens einmal als direkten Summanden (d.h. (Resg V,W)g < 1).

(i1) Fir jede irreduzible G-Darstellung V' enthdlt Indi die Darstellung V hdchstens einmal als direkten
Summanden (d.h. (V,IndGW)q < 1).
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(iii) Die sog. Hecke-Algebra des Tripels (G, H, W)
HG,H,W = HW = Endg(lndi)
(versehen mit der Komposition als Multiplikation) ist kommutativ.

Beweis. Die ersten beiden Bedingungen sind wie gesagt nach Frobenius-Reziprozitiat dquivalent:
(ResGV, W)y = (V,Indg W)

Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine H-Darstellung R (wir wenden es auf R = Ind% W an) Endg(R) genau dann
kommutativ ist, wenn R jede irreduzible G-Darstellung V' hochstens einmal enthélt. Sei R = €D R?"f‘ die Zerle-
gung in irreduzible, wobei die R; paarweise nicht isomorph sind. Nach dem Lemma von Schur (Folgerung 2.3)

gilt
Bndo (@) A" = [T Endo(@ RE™) = [ Bnd(i).

(Fiir ¢ # j sind alle G-dquivarianten Abbildungen R; — R; 0; anschlieflend nutzen wir Endg (R;) = k). Letzterer
Ring ist genau dann kommutativ, wenn alle n; = 1 sind. O

Es gibt verschiedene hinreichende Kriterien dafiir, wann ein Gelfand-Paar vorliegt. Wir werden das folgende
Kriterium bei der Untersuchung von Darstellungen der GLo(F,) anwenden.

Satz 7.38. (Gelfand-Trick) Sei H C G eine Untergruppe. Angenommen, es gibt eine Abbildung (von Mengen)
t: G — G mit folgenden FEigenschaften:

1. 12 =id, d.h. «(1(g)) = g fiir alle g € G.

2. 1(gg') = ug")(g)
3. Fir alle g€ G gilt HQH = Hu(g)H.

(Eine Abbildung v, die die ersten beiden Figenschaften erfillt, heifit auch Involution.) Dann ist (G, H) ein
Gelfand-Paar.

Beweis. Wir zeigen die Kommutativitét der Hecke-Algebra H := H; H,IndG1 Mit Hilfe von Ubungsaufgabe 7.49.
Die Involution ¢ auf G liefert eine Involution auf Abb(G, k) (d.h. (¢f)(g9) = f(tg))). Wegen (2) setzt sie sich fort
zu einer Involution auf H = Abb(H \ G/H, k). Es gilt fiir r, s € H:

() * ()@= D ()lga™)s)()

z€H\G

= Z r(u(z7 g)s(1x)

z€H\G

= Z s(ez)r(v(z=)eg)

c€H\G

= > s(gz ()
z€H\G

D (s%7)(eg)

=: (t(s*7))(9)-

Die Gleichheit “!” gilt aus folgenden Griinden: wenn z ein Reprisentantensystem von H \ G durchliuft,
durchliuft 2! und 1z ein Repriisentantensystem von G/H, d.h. t(z~1) und demzufolge auch +(z~1)ig durchliuft
ein Repriisentantensystem von H \ G. Wenn wir die Ersetzung z := ¢(y~1)tg durchfiihren, d.h. z(cg)~! = «(y~1)
oder (da fiir jede Involution gilt t(y~!) = (1y)~!) auch t(g)z~! = 1y, erhalten wir also

S s g = Y sga)r(a).

yEH\G r€H\G

Also ist ¢ auf H ebenfalls eine Involution. Andererseits ist wegen (3) diese Involution gerade die Identitdt. Also
ist die Konvolution (d.h. die Multiplikation auf ) kommutativ. O
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Beispiel 7.39. Dieses Kriterium gestattet uns, das obige Beispiel S C S5 zu verallgemeinern: Sei G = S,,,
H = S,,_1. Die Abbildung ¢ : g — ¢~ ! erfiillt die obigen Bedingungen. Um (3) zu priifen, benutzen wir die
Tatsache, dass S,, von S, _1 und dem Element r := (1,2,3,...,n) erzeugt wird (es geniigt sogar r und (12)).
Um die Bedingung ¢g~! € S,,_19S,_1 zu priifen, geniigt es also, den Fall ¢ = r~! zu betrachten. Sei h die
Permutation (1,2,...,n—1)"! € S,,_;. Dann gilt

hgh = g~ !
id 1 2 n—1 n
. . p hlin-1 1 n—2 n
wie man leicht nachpriift: gh 1 a9 n "1
hgh =g~ ! n 1 n—2 n-—1.

Beispiel 7.40. Allgemeiner gilt, dass

ein Gelfand-Paar ist.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.41. Zeige die Aussagen in Satz 7.3(iv) und (v).

Ubungsaufgabe 7.42. Sei k ein Korper, G := GL, (k) und T C G die Untergruppe der Diagonalmatrizen.
Zeige, dass die Weyl-Gruppe
WeT

isomorph zur symmetrischen Gruppe 5, ist.

Ubungsaufgabe 7.43. Sei X eine G-Menge und p : X — {*} die Projektion auf einen Punkt. Sei 1 das
triviale G-Vektorbiindel auf dem Punkt, d.h. der 1-dimensionale Vektorraum k mit der trivialen G-Wirkung,
d.h. ¢, := idy. Zeige, dass unter der Aquivalenz Repg = Vectg () die Permutationsdarstellung k[X] gerade
zu fif*1 korrespondiert.

Ubungsaufgabe 7.44. Sei G eine Gruppe und X i> Y%z Abbildungen von G-Mengen. Etabliere natiirliche
Isomorphismen von Funktoren (zwischen den Kategorien von G-Vektorbiindeln auf X bzw. Z)

[rogm=(ge f)
g« o fe=(g0 f)«
g0 fi=(go f)r
Folgere die sog. Transitivitit von (Ko-)Induktion und Restriktion, d.h. fiir Untergruppen K C H C G

Resg o Resg = Resg
md$ o Ind# = md$
Colndfl o Colnd% = CoIndg.

4

Tipp: es ist zwar moglich, jedoch nicht notig, die Aussagen “von Hand” nachzurechnen.

Ubungsaufgabe 7.45. Das Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung der irreduziblen Darstellungen und Cha-
raktertafel der Heisenberg-Gruppe

1
H:= 0 ,a,z,be Fy » C GL3(Fy)
0

O = Q
— oW

(iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k mit chark # p, ¢ = p™). Wir schreiben eine solche Matrix der
Kiirze halber als {a,b, z}. Es gilt fiir das Zentrum Z := Z(H) = {{0,0, 2z}, z € F,} (vgl. Ubungsaufgabe 2.9).

1. Zeige durch explizite Rechnung: die Kommutator-Untergruppe stimmt mit dem Zentrum iiberein:
[H,H] = Z.

Zeige ferner: die Konjugationsklasse von {a,b, z} hat genau 1 Element wenn (a,b) = (0,0) und genau ¢
Elemente fiir (a,b) # (0,0).
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2. Konstruiere eine exakte Sequenz von Gruppen
1-Z—H-F, 1
Folgere, dass H genau ¢° eindimensionale Darstellungen hat.
3. Etabliere eine kurze exakte Sequenz
1—-{{0,b,2}} - H—>F, — 1.

Die linke Gruppe bezeichnen wir mit K. Wir fixieren den Isomorphismus K = Fg, {0,b,z} — (b, 2). Seien
Vi, Vs eindimensionale Darstellungen von F, und V die (eindimensionale) Darstellung, die unter obigem
Isomorphismus zu V; X V5 korrespondiert. Zeige, dass IndgV genau dann irreduzibel ist, wenn V5 # 1 gilt.

4. Erldutere, wieso die ¢ + q — 1 gefundenen Darstellungen eine vollstindige Liste von Irrepy; darstellen und
bestimme die Charaktertafel.

Ubungsaufgabe 7.46. Seien n,m > 1 mit n|m. Wir betrachten H := Z/n als Untergruppe von G := Z/m,
indem wir (die Nebenklasse von) 1 auf (die Nebenklasse von) m/n (welches nach Voraussetzung in Z liegt)

abbilden. Sei W : Z/n — k* die 1-dimensionale Darstellung, die (die Nebenklasse von) 1 auf eine fixierte n-te
Z/m

Einheitswurzel ¢ € k abbildet. Beschreibe mittels (7.24) die Darstellungen V' := Indy In W explizit: welche
Dimension hat V7 Beschreibe die Wirkung des Erzeugers von Z/m auf einer geeignet gewihlten Basis von V.
Ubungsaufgabe 7.47. Sei H C G eine Untergruppe.

1. Sei W C V eine Unter-H-Darstellung. Zeige, dass Indi eine Unter-G-Darstellung ist.

2. Sei V eine H-Darstellung so dass IndgV irreduzibel ist. Zeige, dass dann V irreduzibel ist.

Ubungsaufgabe 7.48. Sei U : Top — Sets der Funktor, der die Topologie auf einem topologischen Raum
vergisst. (Top bezeichnet die Kategorie der topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen, Sets die Kategorie
der Mengen mit beliebigen Abbildungen.) Zeige, dass der linksadjungierte Funktor von U gegeben ist durch

M +— (M, versehen mit der diskreten Topologie (alle Teilmengen sind offen) ).
Zeige, dass der rechtsadjungierte Funktor von U gegeben ist durch
M — (M, versehen mit der Klumpentopologie, d.h. nur §) und X sind offen).
Ubungsaufgabe 7.49. (i) Sei G endlich, K C G eine Untergruppe. Etabliere eine kanonische Identifikation
E[K \ G/K] —» Endg(Ind$1x).
Hierbei ist die linke Seite definiert als €D, K\G/K K, alternativ kann man es auch auffassen als den k-
Vektorraum der bi-K-invarianten Funktionen f : G — k, d.h. f(zgz’) = f(g) fiir alle z,2" € K, g € G.

(ii) Zeige, dass die Komposition von G-équivarianten Endomorphismen von Ind%1 in k[K \ G/K] zur Faltung
korrespondiert, d.h. zur Operation

hxf)g) = 3 flgr ) hale).
TeK\G

Man bezeichnet die Algebra k[K \ G/K]| (mit der Faltung als Multiplikation) auch als Hecke-Algebra,
Notation H(G, K).

Ubungsaufgabe 7.50. Sei G endlich, H C G eine Untergruppe und V eine irreduzible G-Darstellung. Zeige
dimV <[G:H]- max dimW.

W elrrepy
Tipp: betrachte (W, Res& V).
Ubungsaufgabe 7.51. Sei D := D,, die Diedergruppe, d.h. die Symmetriegruppe eines regelméBigen n-Ecks.

(i) Wir wissen aus Ubungsaufgabe 4.44:
D, = Rx P,

wobei R & Z/n durch Rotationen um (360/n)° und P = Z/2 durch eine Spiegelung erzeugt wird. Bezeichne
mit 7 einen Erzeuger von R und o einen Erzeuger von P. Zeige, dass D "7”’ Konjugationsklassen hat, falls
n ungerade ist und %‘Hj, falls n gerade ist. Zeige z.B. durch eine explizite Berechnung der Kommutatoren
in D, dass D, = Z/2 wenn n ungerade und (Z/2)? wenn n gerade ist.
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(ii) Zeige, dass die induzierte Darstellung IndgV (fiir eine R-Darstellung V') genau dann irreduzibel ist, wenn
V' eine nicht-triviale 1-dimensionale Darstellung ist. Gib den Charakter dieser Darstellung an.

(iii) Seien Vi, Vy zwei 1-dimensionale R-Darstellungen. Zeige, dass IndRV; (als D-Darstellung) isomorph zu
Indng ist genau dann, wenn V; = V5 oder Vi = V5.

(iv) Gib die Charaktertafel von D an.
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Kapitel 8

Darstellungen von GLy(F)

In diesem Kapitel klassifizieren wir die komplexen Darstellungen der Gruppe
G = GL2 (F),

wobei F' := F, ein endlicher Kérper mit ¢ > 2 ist. (Die Gruppe GL2(F2) ist isomorph zu Ss, deren Darstellungen

wir bereits kennen.) Die Bestimmung dieser Darstellungen ist eine schone Anwendung verschiedener Techniken

der vorigen Kapitel und ist auflerdem ein kleiner Schritt in Richtung des Langlands-Programms. Unser Ziel ist

die Klassifikation der G-Darstellungen in Termen von Darstellungen der sog. Weil-Gruppe, siche Theorem 8.37.
Wir fithren hierzu folgende Untergruppen ein

s={(1))
v={(" 1))
("))

0 1
w.—(l O)EG.

In der Theorie der algebraischen Gruppen heifit B eine Borel-Untergruppe, U ihr sog. unipotentes Radikal, D
die Levi-Untergruppe von B und wq das lingste Weyl-Gruppen-Element. (Gemi Ubungsaufgabe 7.42 ist die
symmetrische Gruppe Sy gerade die Weyl-Gruppe von D.)

Als Gruppen bestehen Isomorphismen

o~ 1 =z
F—>U,:v»—>(0 1 ),

D

sowie das Element

F* x F* =5 D, (a,b) <g

0
L
Es gibt auflerdem eine spaltende exakte Sequenz von Gruppen

1-U—-B—D—1,

b

(die rechte Abbildung ist gegeben durch 8 d

Inklusion), d.h. B das halbdirekte Produkt

> ~ ( g 2 )’ ihr Spalt gegeben durch die kanonische

B=UxD.

Die Gruppe B ist daher aufidsbar. Ihre Darstellungen hatten wir in Satz 4.37 bestimmt. Die Untergruppe U ist
die Kommutator-Untergruppe von B. Hierbei wird benutzt, dass ¢ > 2 ist.
Die Strategie zur Bestimmung der G-Darstellungen verlduft in folgenden Schritten:

1. Wir bestimmen zun#chst die Konjugationsklassen in G und damit auch die Anzahl der irreduziblen G-
Darstellungen.

59
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2. Die G-Darstellungen zerfallen in zwei Typen: 1. welche wo VU # 0 ist und 2. welche wo VU = 0 ist.
Darstellungen des ersten Typs kann man durch sog. parabolische Induktion erhalten, d.h. durch Induk-
tion geeigneter B-Darstellungen. Letztere kennen wir bereits (Satz 4.37), so dass wir recht schnell eine
Klassifikation solcher Darstellungen erhalten.

3. Darstellungen des 2. Typs sind schwerer explizit zu konstruieren. Man bezeichnet sie als kuspidale Dar-
stellungen. Es zeigt sich, dass die Restriktion solcher Darstellungen zur Untergruppe

{0

alle die (laut Ubungsaufgabe 8.43) eindeutige hoherdimensionale irreduzible P-Darstellung sind. Dies lisst
sich schnell zum Verstédndnis von ReSgV erweitern. Die Gruppe G wird (wie sich zeigt) durch B und ein
Element v’ := 1 1 mit gewissen expliziten Relationen erzeugt. Die Konstruktion der kuspidalen
Darstellungen erfolgt dann durch eine explizite Konstruktion und Nachpriifen der Darstellungsaxiome.

4. Es ergibt sich dann eine vollstéindige Liste irreduzibler G-Darstellungen, die die bemerkenswerte Eigen-
schaft hat, dass sie in enger Weise mit den GG-Konjugationsklassen in Beziehung steht und aulerdem auch
die 0.g. Beziehung zu Darstellungen der Weil-Gruppe W := qu2 x Gal(F 2 /F ) liefert.

8.1 Die Konjugationsklassen in GLy(F,)

Wir bestimmen zunéchst die Konjugationsklassen in G. Jedes Element g € G hat zwei Eigenwerte A1, Ao. Wenn
A1 € F, dann ist auch Ay € F, denn die \; sind Nullstellen des quadratischen charakteristischen Polynoms
deg(g — tid) = 0 (welches ein Polynom in F'[t] ist). Das charakteristische Polynom von g und damit auch die
Eigenwerte sind nur von der Konjugationsklasse von g abhéngig.

Wir benétigen hierzu im folgenden eine Tatsache aus der Algebra: die Erweiterung L := F 2 /F := F ist
die (bis auf Isomorphismus) eindeutige quadratische Korpererweiterung. (Falls ¢ ungerade ist, kann man L als

L= F[T]/(T? - a)

konstruieren, wobei a € F ein Element ist, so dass es kein b € F gibt mit a = b. Dann ist das Polynom
T? — a irreduzibel, L also eine quadratische Kérpererweiterung. Die Ableitung 27 # 0 (fiir ¢ ungerade), d.h.
die Nullstellen des Polynoms sind einfache Nullstellen, es handelt sich also um eine separable Erweiterung. Wie
jede quadratische Erweiterung ist sie normal, d.h. es handelt sich um eine Galois-Erweiterung.)

Die Gruppe Gal(L/F) := {0 : L — L,o|r = id} ist isomorph zu Z/2. Bezeichne mit — : L. — L die Wirkung
des nicht-trivialen Elements dieser Gruppe. Dann gilt F' = {z € L,Z = z}. Bezeichne mit

Nz :=zx,tre =2 +7

die sog. Norm und Spur der Korpererweiterung L/F'.
Satz 8.1. G hat folgende Konjugationsklassen:

. x z 1 z 0 —Nz
Reprdsentant der Klasse ( :L‘) ( m) y )’ 1 trz )’

T #y x€L\F
Notation fiir den Reprdsentanten c1(z) ca2(x) cs(z,y) cq(x)
Anzahl der Klassen qg—1 g—1 W ata=1)

2
Eigenwerte AM=X€eF MN=XeF /\175/\2€F /\1,)\26L\F

Beweis. Die ersten drei Fille erhalten wir in dem Fall, dass das charakteristische Polynom x,(t) € F[t] zwei
Nullstellen (d.h. Eigenwerte A1, Az von g) in K hat. Wir betrachten den letzten Fall, dass x4(t) = (t—X1)(t—A2)
mit \; ¢ F. Es gilt dann Ay = A; sowie x,(t) = t2 — tr(A\1)t + N(A\1). Sei v € F? ein von null verschiedener
Vektor. Dann bilden {v, gv} eine Basis von F? (sonst giibe es A € F mit gv = Av, im Widerspruch zur Annahme
dass g keinen Eigenwert in F' hat). Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x,(g) = g% — tr(A1)g + N(A1) = 0.
Beziiglich der o.g. Basis hat die Links-Multiplikation mit g also die Matrix

0 —NX\
1 tI‘)\l ’
Also ist g zu ¢4(x) konjugiert. Die Anzahl dieser Konjugationsklassen ist Q(qigl) da L \ F = ¢ — ¢ ist und

c4(x) = c4(y) genau dann gilt, wenn z = y oder z = 7. O

Folgerung 8.2. Die Gruppe GL2(Fy) hat also (g—1)(q+1) = ¢*> — q+ 1 irreduzible Darstellungen (iiber k =k,
chark =0).
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8.2 Hauptreihendarstellungen

Definition 8.3. Sei x : B — C* eine eindimensionale Darstellung von B (die wir mit ihrem Charakter
identifizieren). Geméf Satz 4.37 ist x von der Form

x( 0 2 ) = x1(a)x2(b)

fiir geeignete Charaktere 1, x2 von F*. (D.h. x entsteht als Komposition B — D — C*.) Die zu x assoziierte
Hauptreihendarstellung ist definiert als

Ly xo = I, :=Ind$x.

Die Hauptreihendarstellungen werden uns etliche irreduzible G-Darstellungen liefern. Wir werden zeigen:

Theorem 8.4. Sei x = (x1,x2) ein Charakter von B mit zugehériger Hauptrethendarstellung I, .

1. Wenn x1 # X2 ist, so ist I, eine irreduzible, q + 1-dimensionale G-Darstellung. Hiervon gibt es %

Darstellungen.

2. Wenn x1 = x2 ist, so zerfdllt I, in zwei irreduzible Darstellungen, die eindimensional bzw. g-dimensional
sind. Hiervon gibt es (jeweils) ¢ — 1 Darstellungen.

Um dieses Theorem zu sehen, benotigen wir folgenden Begriff:

Definition und Lemma 8.5. Der Jacquet-Funktor ist definiert als
J :Repg — Repg, Vi VY,

wobei rechts V als Darstellung von U via Restriktion aufgefasst wird und VU die Invarianten beziiglich dieser
Wirkung bezeichnet, d.h.
VU .={veV,uv=vVuecU)}
= Homy (1, ResZV).
Beweis. Zu zeigen ist, dass VY zu einer B-Darstellung wird. Hierzu nutzen wir, dass U (als Kern des Grup-
penhomomorphismus B — D) ein Normalteiler in B ist. Fiir v € VY, b € B und u € U gilt dann b~ ub € U,

also
ubv = b(b~tub)v = bv € V.

Also schrinkt sich die B-Wirkung auf V' zu einer auf V'V ein. O

Lemma 8.6. Als Menge (nicht als Gruppe) hat G die folgende sog. Bruhat-Zerlegung in zwei disjunkte Teil-
mengen:
G = B U BwU.

Genauer ist die Abbildung
BxU — G\ B, (b,u) — bwu

eine Bijektion.

Beweis. Falls ( Ccl Z ) € G mit ¢ # 0 ist, so gilt
a b\ _ [ b—acld a 0 1 1 ¢
c d ) 0 ¢ 10 0 1 )
Es gilt also G = B U BwU. Man priift die weiteren Behauptungen durch &hnliche Rechnungen nach. O

Folgerung 8.7. Es gilt J(I,) = Abb({1,w}, C) = C2. Fiir die B-Wirkung auf J(I) sind die Standardbasis-
vektoren f1, fu € J(I,) Eigenvektoren mit Eigenwerten x und X., d.h. es gilt

b.fl = X(b)flvbfw = Xw(b)fw~

Hierbei ist X : B — C wie in Theorem 7.28 definiert, d.h. x.,(b) = x(w~tbw) = x(wbw).
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Beweis. Nach (7.24) und der Definition von J gilt

J(Iy) ={f: G = C,f(bg) = bf(9), f(bu) = f(b)}.

(Hierbei bedeutet bf(g) die durch x gegebene Wirkung von b auf dem 1-dimensionalen Vektorraum C.) Geméis
der Bruhat-Zerlegung
G = BU BwU

gilt also folgende Identifikation von Vektorrdumen

J(L) = C f o (f(1), f(w)).

Es gilt nach (7.24) (bf1)(1) = f1(b) = x(b)f1(1). AuBerdem gibt es laut Lemma 8.6 fiir b € B ein b € B,
u € U so dass wb = bywu. Es folgt

(0f1)(w) = fi(wb) = fi(brwu) = x(b1) f1(w) = 0 = x(b) f1(w).
Wir zeigen die zweite Eigenwertgleichung bf,, = X (b) fi zuniichst fiir b =d € D. Es gilt
(dfw)(w) = fw(wd) = fw(ww) = X(wdw)fw(w) = Xw(d)fw(w>'
€B

Da f; und f,, den Jacquet-Modul erzeugen, gibt es fiir b € B eindeutige a;(b), ay,(b) € C mit

bfw = al(b)fl + aw(b)fw-
Werten wir diese Funktionen bei g = 1 aus, erhalten wir aq(b) = 0, d.h. bfy, = () fur. Also ist au,(b1ba) =

ay (b1)auy (b)), d.h. @, : B — C ist eine eindimensionale B-Darstellung. Dieser faktorisiert laut Satz 4.37 iiber

den Homomorphismus B — D, b = ( c(;z :; ) — ( g g ) =:d. Es gilt also

(bfw)(w) = @ (b) fu(w) = aw(d) fu(w) = (dfw) (W) = Xu(d) fu (W) = Xuw (D) fu(w).
O

Lemma 8.8. Sei V' eine G-Darstellung. Dann ist J(V) # 0 genau dann, wenn es einen Charakter x von B
gibt mit der Figenschaft

v, IX>G # 0.
Insbesondere, falls V' irreduzibel ist gilt J(V') # 0 genau dann, wenn V ein direkter Summand von I, ist.
Beweis. Der Jacquet-Modul J(V) ist eine B-Darstellung, auf der U trivial operiert, d.h. eine B/U = D-
Darstellung. Diese Gruppe ist abelsch, d.h. J(V) ist eine direkte Summe von ein-dimensionalen (irreduziblen)
D-Darstellungen.

Es gilt also J(V) # 0 genau dann, wenn es einen Charakter y von D gibt (den wir vermége der Surjektion
B — D als Charakter von B auffassen) so, dass

(J(V),x)B # 0.

Es gilt, da U C B die Kommutator-Untergruppe ist und damit auf x trivial operiert, dass Hompg(x, J(V)) =
Homp(x, ResgV). Damit und wegen Frobenius-Reziprozitit ist der vorige Ausdruck gleich

(V,L)a = (ResgV, x) 5.

O
Folgerung 8.9. Fiir einen beliebigen Charakter x von B hat I,, hochstens zwei irreduzible Komponenten.
Beweis. Zerlege I, = @,_, Vi in irreduzible G-Darstellungen. Nach Lemma 8.8 ist J(V;) # 0. Damit gilt
dim J(I,,) = idim J(V;) > r.
i=1
Andererseits ist dim J(I,) = 2 nach Folgerung 8.7, d.h. r < 2. O

Wir bestimmen nun, welche irreduziblen Komponenten I, haben kann. Sei im folgenden x stets ein beliebiger
Charakter (d.h. eindimensionale Darstellung) von B.
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Lemma 8.10. Wenn x = xw (mit x = (X1, X2) ist dies dquivalent zu x1 = x2), dann hat I, eine eindimensio-
nale irreduzible Komponente.

Beweis. Es gilt X(< @ g >) = x1(a)x1(d) = x1(det( @ g )) Sei f : G — C definiert durch f(g) =

x1(det g). Dann gilt f(bg) = x(b)f(g), dh. f € I,. Fir s € G gilt auBerdem nach Definition (sf)(g) =
flgs) = x1(det s) f(g), d.h. sf ist in dem eindimensionalen Unterraum Cf C I, d.h. es handelt sich um eine
eindimensionale Unterdarstellung. O

Lemma 8.11. I, hat héchstens eine eindimensionale Unterdarstellung.

Beweis. Wiren V; und V, zwei derartige Unterdarstellungen wiirde nach Folgerung 8.9 gelten I, = Vi ® Va.
Also ¢ + 1 = 2, ein Widerspruch. O

Lemma 8.12. FEs gibt eine Zerlequng
Resil, = ReshJ(I,) ® F
wobei E die eindeutige (¢ — 1)-dimensionale irreduzible P-Darstellung ist.

Beweis. J(I,) ist eine Unter-B-Darstellung von I, also gilt dies auch fir die Restriktionen zu P-Darstellungen.
Nach der Bestimmung der irreduziblen P-Darstellungen in Ubungsaufgabe 8.43 bleibt zu zeigen, dass das Kom-
plement keine eindimensionalen Unterdarstellungen hat (es gilt dim I, —dim J(I,) = ¢+1—2, d.h. £ muss mit
Multiplizitdt 1 in ResgIX auftauchen). Analog zur oben verwendeten Tatsache B,, = D gilt auch [P, P] = U,
d.h. P,, = D (siehe (4.36)). Auf den eindimensionalen P-Darstellungen operiert U also trivial, d.h. eine eindi-
mensionale P-Unterdarstellung von I, liegt notwendigerweise in J(I, ). O

Lemma 8.13. Wenn I, reduzibel ist, so hat I, eine eindimensionale irreduzible Komponente. Auflerdem gilt
X = Xw-
Beweis. Sei I,, =V @ V' eine nicht-triviale Zerlegung in G-Darstellungen. Nach dem vorigen Lemma gilt
Res5I, = ResGV @ ResLV’ = ReshJ(1,) @ E,

d.h. F muss eine (irreduzible) Unterdarstellung von einem der beiden Summanden sein, sagen wir E C Res5 V.
Es gilt dann sogar £ C V' (andernfalls wire J(I,,) = V', andererseits ist jedoch J(I,) = J(V) @ J(V') und wir
wissen nach Lemma 8.8 dass J(V') # 0 gilt). Also gilt wegen dim I, = ¢+ 1: dimV = ¢ und dim V' = 1.

Um die Behauptung x = x., zu zeigen, nutzen wir die eben konstruierte eindimensionale Unterdarstellung:
wir haben also einen Charakter i) von G sowie eine Funktion f: G — C, f # 0 mit

f(bg) = x(b)f(9),

f(gs) = ¥(s)f(9),

fir b € B und s € G. (In der Tat, die erste Gleichung driickt f € I, aus, die zweite Gleichung ist die
Eigenwertgleichung fiir die eindimensionale Darstellung 1).)
Sei g € G derart, dass f(g) # 0. Da G endlich ist, hat g endliche Ordnung n, d.h. g™ = 1. Es folgt

f) = flgg™ ) =™ ") flg)
#0

also folgt f(1) # 0.
Sei d € D beliebig, dann gilt x(d)f(1) = f(d) = ¥(d)f(1) und demnach x(d) = 1(d). Damit gilt

also xw = X- O
Lemma 8.14. Seien x und X' verschiedene Charaktere von B. Dann sind dquivalent:

(1) I, =I,.

(ii) (Ix; Ly)a # 0

(iit) X" = Xuw
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Beweis. (i) = (ii): ist trivial.

(i) = (iii): Dann gibt es eine irreduzible G-Darstellung V, die sowohl in I, als auch in I, vorkommt.
Hieraus folgt nach Lemma 8.8 .J(V) # 0. Ferner hat Res5.J(V) einen Eigenwert ), d.h. eine eindimensionale
(B-)Unterdarstellung W, da U = [B, B] auf J(V) trivial operiert (dies wurde bereits im Beweis von Lemma 8.8
genutzt). Nach Folgerung 8.7 hat die B-Wirkung auf J(I,) genau zwei Eigenwerte, namlich x und x,,. Also gilt
1 = x oder ¢ = x,, da J(¢) C J(I,). Analog gilt ¥ = X’ oder ¢ = x,,. Wegen x # x’ folgt X' = Xw.

(iii) = (ii): auf x’ = X folgt wieder mittels Folgerung 8.7, dass x’ eine Unterdarstellung von Resg 1, ist,
d.h. mittels Frobenius-Reziprozitét gilt

(ResgIy, X') 5 = (I, I)a # 0.

(ili) = (i): es folgt dann x # x. und x’ # x,,. Nach Lemma 8.13 sind I, und I, irreduzibel, so dass (i) aus
(ii) folgt. O

Diese Aussagen liefern uns nun den Beweis von Theorem 8.4:

Beweis. Wenn I, reduzibel ist, hat es nach Lemma 8.13 genau eine eindimensionale irreduzible Komponente
und es gilt x = x4 und nach Folgerung 8.9 noch genau eine weitere irreduzible Komponente.

Wenn hingegen I, irreduzibel ist, folgt x # x. nach Lemma 8.10.

Die angegebenen Anzahlen der irreduziblen ¢ + 1-dimensionalen Darstellungen (im Fall x # x,), die wir auf
diese Weise erhalten, folgt aus Lemma 8.14. O

8.3 Kuspidale Darstellungen

Definition und Lemma 8.15. Fiir eine irreduzible Darstellung V' von G sind dquivalent:
1. J(V)=0.
2. V ist keine Unterdarstellung einer Hauptreihendarstellung I,
Eine solche Darstellung heif3t kuspidale Darstellung.
Beweis. Dies ist die Aussage von Lemma 8.8. [

Wir wissen nach Folgerung 8.2 und Theorem 8.4, dass es

(¢—1)(g—2) q
2 2

kuspidale Darstellungen gibt. Die Konstruktion dieser Darstellungen wird komplizierter sein als die der Hauptrei-li
hendarstellungen. Unser erstes Ziel ist die Bestimmung der Dimension.

(g—1(g+1)— -2(¢-1)=(¢-1) (8.16)

Lemma 8.17. Sei V' eine kuspidale G-Darstellung. Dann hat ResgV keine eindimensionalen (P-)Unter-
darstellungen, d.h. es gilt
ResgV = E®r,

wobei E die eindeutige irreduzible P-Darstellung ist und r > 1. Insbesondere gilt dimV = r(q —1).

Beweis. Wire W C Res5V eine eindimensionale Unterdarstellung, so lige sie wegen U = [P, P] sogar in J(V),
welches jedoch nach Annahme verschwindet. O

Satz 8.18. Sei V eine G-Darstellungen. Dann sind dquivalent:
1. 'V ist kuspidal,
2. ResgV = F, die eindeutige q — 1-dimensionale irreduzible Darstellung von P.

Falls diese dquivalenten Bedingungen erfillt sind, gilt

dimV =q—1.
Beweis. Wir wissen
(¢—1)%q(qg+1) =4G
= Z (dim W)?
W elrrep,
>(g— D12+ (¢— 1) + W(“ D24+ > dimW,

W kuspidal
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also wegen Lemma 8.17:

T-d+i= Y @mW)??=Y rw(g-1)

2 -
kuspidal w
folgt
2
q~ —q
2 = Z w-
W kuspidal
Die Anzahl der Summanden rechts ist, wie wir bereits wissen quq, d.h. ryy = 1 fiir alle W. O

2

Bemerkung 8.19. Man kann mit einer Variante des Gelfand-Tricks auch zeigen, dass

Ha,uy

kommutativ ist (fiir ¢ einen nicht-trivialen Charakter von U), und hieraus die obigen Behauptungen ohne
Abzéhlen der Dimensionen der Darstellungen folgern. Siehe hierfiir [CSST18, Theorem 14.6.3].

Es fragt sich also, wie die iibrigen Elemente in G\ P auf einer kuspidalen Darstellung operieren. Wir kennen
ja bereits die irreduziblen B-Darstellungen und kénnen daher aus ReSgV = F bestimmen, wie ResgV aussieht:

Lemma 8.20. Sei v : Fy — C* ein Charakter (d.h. 1-dimensionale Darstellung) von F;. Dann gibt es (bis
auf Isomorphie) genau eine B-Darstellung V', die folgendes erfiillt:

ResbV = F

Resgq =y R 1D,
Hierbei ist E die eindeutige irreduzible (q — 1)-dimensionale P-Darstellung, siehe auch Ubungsaufgabe 8.4 und

g g (mit 0 € F) aufge-
fasst. (Nach dem vorigen Satz handelt es sich also um eine kuspidale, insbesondere irreduzible G-Darstellung.)
Wenn wir einen nicht-trivialen Charakter ¢ : Fy — C* wdhlen mit E = Indgdj, so ldasst sich V' wie folgt

konstruieren: sei V := Abb(Fx, C). Dann operiert b = ( o p ) wie folgt auf f € V:

F wird in der zweiten Forderung als die Untergruppe der Matrizen der Form

0 ¢

(b f)(@) = v(0)d (86~ z) f(ad™ x). (8.21)

Beweis. Die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung V" ist klar, da B = P xF . Die angegebene Formel definiert
eine Darstellung von B, wie man durch eine kurze Rechnung sofort nachpriift. Die so definierte Darstellung erfiillt

die beiden Bedingungen wegen
1 p a 0 (o 8
0 1 0 1/ L0 1)

Diese Bestimmung der Aktion der Elemente in G \ B werden wir mit Hilfe der folgenden Erzeuger und
Relationen von G durchfithren:

O

Lemma 8.22. Die Gruppe G = GLy(F,) (oder allgemeiner fiir einen beliebigen Kdrper) wird erzeugt durch die
Untergruppe B sowie das Element
~(0)

und die folgenden Relationen

(1)
(i)

(iii)

O =
==
S~~~

wobei s == w'z mit z := (
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Beweis. Man priift durch direkte Rechnung sofort nach, dass die obigen Relationen erfiillt sind. Es gibt also
einen Gruppenhomomorphismus

0 : H := (B, w| obige Relationen ) — G.

Wegen der Bruhat-Zerlegung (Lemma 8.6) ist 6 surjektiv.
Sei g € G\ B. Mittels der Relation (ii) und w'? € B kénnen wir g schreiben als

g = bow'biw'by ... Wb,

mit b; € B (ggf. sind by oder b, = 1). Falls by =: d € D, so gilt in H: w'dw’ = (w'dw'~!)w?. Nach den
Relationen (i) und (ii) ist ist (in H) gleich einem Element in B. In diesem Fall ist also g = bhw’ ... w'b, mit

einem geeigneten b, € B. Falls by = ( o f ) € B\ D ist, d.h. 8 # 0, so gilt

0 4
w'byw’ = biw'by. (8.23)
mit b}, b, € B. In der Tat:
by — 1 0 11 a 0
=L o 6t 0 1 0 B8 )"
=:d’ =:z =:d"

. sy .. -1
Wegen der Relation (iii) gilt w’zw’ 2w’z = 1, also nach (ii) w'zw’ = z71w'~1z71 = z_l( 0 )w'z_l und

0 -1
daher

0 -1 —
=:b,€B

w’blw’ _ (w/d/wl—l)w/zw/(w/—ld//w/) — (w’d’w'l)zl< -1 0 ) ,w/ Z—l(w/—ld//w/)

=:b1eB

wobei b}, b € B nach Relation (i). Die obige Behauptung (8.23) ist damit gezeigt. Also folgt auch im Fall
by € B\ D) g = byw'bs...w'd,. Dieses Argument wenden wir r mal an und erhalten ¢ € Bw’'B, d.h. g =

o B\ (B
(5 5 (5 5)

Sei nun g € ker§. Dann ist g ¢ B, d.h. wir kénnen annehmen, g ist in der obigen Form, d.h.

(o 7)=00=(5u3)

Dies ist ein Widerspruch. O

Kombinieren wir Lemma 8.20 und Lemma 8.22, miissen wir, um kuspidale Darstellungen zu konstruieren,
also noch festlegen, wie w’ auf V operiert. Diese Festlegung muss den Relationen (i)—(iii) geniigen. Hierzu dient
der folgende Satz:

Satz 8.24. Sei j: F — C eine Funktion, die fir einen fizierten nicht-trivialen Charakter ¢ : F, — C* sowie
einen Charakter v : FJ — C* folgenden beiden Bedingungen geniigt:

(i)

wobei u € F beliebig.

(ii)
D dav)ily)r(v () = v(=1g(-z - y)j(ay).

veEF)

Dann gibt es eine eindeutige kuspidale G-Darstellung V', so dass ResgV die Bedingungen in Lemma 8.20 erfiillt
und auf der w' wie folgt wirkt:

(' f)y) = Y vl )ilyz)f(x). (8.25)

z€F



8.3. KUSPIDALE DARSTELLUNGEN 67

Beweis. Wir zeigen die Relationen in Lemma 8.22 und beginnen mit (i) in der dquivalenten Form w’ ( (g g ) =

( 60 )w'. In der Tat:
0 «

wo (5 3) 0= X e § 3 ) ne

z€F

= 3 vla )j(ya)v() flas\a)

z€F

= 3 vaw(a )i y) ()

z€F

v(a)(w' - f)(da""y)

~((5 o) w-n)w.

In der Gleichung wurde benutzt, dass mit z auch ad~ 'z F; durchlauft, sowie dass v : F* — C* ein
Charakter (d.h. Gruppenhomomorphismus) ist.
Fiir die Relation (ii) berechne:

(W'’ f)(z)= Y vl hj(za)(w - (@)

Wk

z€F

=) v iGza) Y vy i) f(y)
z€F yeF

=Y vy ) Y dy)iza)v()
yeFy z€F

=3 vl ) f(uz) Y jun)jv?)
uERY vEFY

=v(-1)f(z)

-1 0
—v-n(( 5 %)) e
In “*” wurde benutzt, dass mit 2 auch v := 2z F7 durchlduft, sowie mit y auch u := zyv ', sowie ferner

vy Hr(z7t) = v(u=)r(v1t). AnschlieBend wurde die Voraussetzung (i) benutzt.
Schlielich schreiben wir die Relation (iii) in der dquivalenten Form

11 , (-1 1 1 —1
“Lo 1) Lo =1 )%\ o 1 )

Auch dies priift man mit einer expliziten Rechnung dhnlich wie eben, mit der Voraussetzung (ii) nach (siehe

Ubungsaufgabe 8.45). O

Wir konstruieren nun Funktionen j, die im vorigen Satz zur Konstruktion kuspidaler Darstellungen her-
angezogen wurden. Hierfiir bendtigen wir einige Voriiberlegungen zum Verhéltnis des Kérpers L := Fg2 zu
F:=F,.

Lemma 8.26. FEs bestehen folgende exakte Sequenzen abelscher Gruppen
——1
1= FX = D725 o Nopx .
02 F—>L"25"L 5 F 0.
Hierbei bezeichnet wieder — : L — L die Wirkung des nichi-trivialen FElements der Galois-Gruppe, sowie
Nz := 2T die Norm und trx := x + T die Spur der Kirpererweiterung.

Beweis. Die Exaktheit jeweils links ist klar. Die Exaktheit an der zweiten Stelle von links gilt ebenfalls, denn
fir z € L ist x = T dquivalent zu x € F'. Auflerdem ist klar, dass jede Kompositionen benachbarter Abbildungen
jeweils der triviale Gruppenhomomorphismus ist.

Andererseits gilt Nz = zz9, da T = 29 (die Galoisgruppe L/F wird vom Frobenius-Endomorphismus er-
zeugt). Also hat ker N hochstens ¢ + 1 Elemente. Folglich hat das Bild der Norm-Abbildung #L* /tker N >
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(¢*> —1)(g + 1) = ¢ — 1 Elemente. Also ist N surjektiv und der Kern besteht aus genau q + 1 Elementen. Da
offenbar im (z — 27~ !) C ker N gilt, und ¢ + 1 = #(L*/F*) = f ker N, muss Gleichheit gelten.

Das Argument fiir die Spur ist #hnlich: ker tr besteht aus hochstens ¢ Elementen, ndmlich den Nullstellen
des Polynoms x + x9. Also gilt fim tr = §L/fker tr > ¢2/q, also ist tr surjektiv und ihr Kern besteht aus genau
q Elementen. Wegen g = #(L/F) > fkertr = g, also folgt die Exaktheit der zweiten Sequenz. O

Definition und Lemma 8.27. Sei v : L* — C* ein Charakter (d.h. Gruppenhomomorphismus). Bezeichne
7 : L* — C* den Charakter definiert durch 7(z) := v(Z). Dann sind dquivalent:

1) Es gibt keinen Charakter y : F'* — C* mit
g X

(ii) Es gilt v # 7.

(iii) Es gilt fiir jedes z € F*:

> vly) =o0.

Ny=z
Ein solcher Charakter v heifit unzerlegbar. Andernfalls heifit er zerlegbar.

Beweis. Aus der Exaktheit der obigen Norm-Sequenz folgt: es gibt ein yg € L* mit Nyg = x. Auflerdem ist
N~Y(z) := {y € L*,Ny = x} wegen dieser Exaktheit gerade yo - im (2 + 227 1). Letzteres Bild ist bijektiv zu
L* /F*. Die Kardinalitéit hiervon ist ¢ + 1. Dies begriindet die erste Gleichheit:

(@+1) Y wvly)= > viwzz") =vly) > v(z)w(E") =v(y) Y v(z)p(z"").
Ny=z zeLX z€LX ze€LX
Es gilt stets v(yo) # 0. Die 1. Orthogonalitéiitsrelation besagt

., 2.1 v=v
Z v(z)p(z 1):{ ! 0 sonst

zeLX

Dies zeigt die Aquivalenz von (ii) und (iii).
Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt ebenfalls aus der exakten Sequenz nach Anwenden des Funktors
Hom(—, C*) (Homomorphismen abelscher Gruppen):

1 — Hom(F*,C*) X225~ Hom(L*,C*) *2%  Hom(L*,C*). (8.28)

O

Es gibt laut (8.28) also (¢> — 1) — (¢ — 1) = ¢(¢ — 1) unzerlegbare Charaktere von L*. Wir suchen gemif
(8.16) @ kuspidale Darstellungen. Die Strategie wird sein, einem unzerlegbaren Charakter v eine Funktion
j = j, zuzuweisen, die den Bedingungen in Satz 8.24 geniigt und zu zeigen, dass die hieraus resultierenden

kuspidalen Darstellungen V,, und V,, genau dann isomorph sind, wenn v = 7' oder v = ¢/ gilt. Dies liefert uns
dann alle kuspidalen und insgesamt also alle irreduziblen G-Darstellungen.

Notation 8.29. Sei v : L™ — C* im folgenden ein unzerlegbarer Charakter sowie ¢ : FF — C* ein beliebiger
nicht-trivialer Charakter.

Definition 8.30. Die verallgemeinerte Kloosterman-Summe ist die Funktion j : F’* — C*

. . 1 _
Ju)=gu(u) == > pt+ D).
1 Nt—uteL
Man beachte, dass dieser Ausdruck gemifl Definition und Lemma 8.27 0 ergibt, wenn man fiir ¢ den trivialen
Charakter einsetzt. Diese verallgemeinerte Kloosterman-Summe kann man konzeptionell wie folgt deuten: wir

betrachten die Funktion I 5 F i) C* und schranken sie auf L* ein. Als solche ist sie ein Element in

r € C[L*]. Die Fourier-Transformierte (fiir die Gruppe L*, man bezeichnet sie auch als Mellin- Transformierte)
ist, bis auf den Vorfaktor ¢—! gerade die Funktion j.

Satz 8.31. Mit den obigen Bezeichnungen erfillt die Funktion j := j, die Voraussetzungen in Satz 8.2/. Die
so konstruierte kuspidale G-Darstellung bezeichnen wir mit V,,.
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Beweis.

ST )i ) =gy > gt i+ s+ E) s

veFXx v Nt=uv,Ns=v

=¢ 2> > p(t+i+s+5)w(tsNs)

v Nt=uv,Ns=v

=¢ 2> > dt+its+Ewts )

seL* Nt=uNs

Zq72 3 3T w1+ X) +5(1+ )N

NA=u seLX

Hierbei wurde in 1. benutzt, dass v ein Charakter ist, in 2. wurde X := ¢3! substituiert.

Fiir fixiertes X ist die Abbildung s — 9(s(1+ A) +3(1 + A)) ein Gruppenhomomorphismus L — C*. Dieser
Charakter ist nicht-trivial genau dann, wenn A # —1 ist, denn fiir jedes a € L™ und b € F gibt es z € L mit
ax + ax = b (dies folgt aus der exakten Spur-Sequenz: es gibt y mit y + 7 = b, setze = y/a). Also gilt nach
der ersten Orthogonalititsrelation (Satz 4.31, angewandt auf die Gruppe L)

S ueaanssaen={ ;T 320

seLX

Demnach ist obiger Ausdruck also gleich

q° Yo v+ Y D@ -1

NA=u, \#—-1 NA=u,A=-1

Die Summe rechts ist so zu verstehen, dass sie entfiillt, wenn u # N(—1) = 1.

Falls u # 1, entfillt also die rechte Summe, und die linke lduft iiber alle A € L*. Nach Definition und
Lemma 8.27 ist der linke Summand dann 0.

Falls u = 1, so erhalten wir ¢~ (3 y\_; —¥(A) + v(—1)), wegen Definition und Lemma 8.27 verschwindet
die linke Summe, so dass die Behauptung folgt.

Wir zeigen nun die Bedingung (ii) in Satz 8.24. Es gilt

> d@)ilye)vo™ v (v)

vEFX

D D D A ) () I G T ()

v Nt=zv,Ns=yv

=q? Z Yt +T+s+5+v)v(tsv™?)
veEFX Nt=xv,Ns=yv
et Y v (v ey NN~y NN v

veEF X Ns=yv,NA=zxy

=¢?> > v ( s+y+A)(s+y+/\)—y(1+y1/\)(1+y*1>\))y(/\)

s€eLx NA=zxy

'Y 1/)( (1+y'A )(1+y—1/\) )Y Uy sHy+NEFy+N).

NA=zy seLX

In 1. haben wir substituiert A := yt5~! = tsv~! (letztere Gleichheit wegen Ns = yv). Auerdem haben wir
benutzt

y s+ y+ Ny FN) -yl +y N0 +y N

=y Hs+yQ+t5 ) (s+y(d+ts~1) = (y+ N1 +y~IN)

=v+y syl +ts ) +5(1+t3 H+75(1+t5 (1 +1s!) —y —yts + —yts™* — yNt/Ns
vty G+ +GE+t)+7+7t5 L+ 7ts ! +yNt/Ns —y — yt5 * — yts~ ' — yNt/Ns
4 s+ T4+t
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Die Summe rechts berechnen wir weiter:

S s+y+NEHyEN) =) v [y sty N Tyt N | — ¢ T+ Ny +N)

seLx seL 7
= Wy ) — oy Y+ Ny +A)
= Uy ) +(0) oy Y+ Ny + V)
teL X

=—q— Yy Y+ Ny +N).

Die letzte Gleichheit gilt, da in der Summe links 3~ !¢ laut Lemma, 8.26 ganz F* durchliuft, jedes Element in
F* genau g+1 = f ker N mal getroffen wird und wiederum laut der 1. Orthogonalitétsrelation gilt » _ ox 1(r) =
> rer ¥(r) —1(0) = 0 — 1. Wir setzen dies oben ein und erhalten

g Y U=y +y T NA+y N | v | —a—¢ [y + N+

NA=zy

=—y—z—(A+N) =y+z+A+X

dYov(y—z—A+X)rN)—¢* DY ¥

NA=zy NA=zy

=Wz -y) | Y w(A-Nr)-a2 Y v

NA=zy NA=zy

—qg Yz —yv(=1) D v (A + X))
NA=zy
= (2 —y)v(=1)j(xy).

In der Gleichheit “1.” haben wir benutzt, dass die rechte Summe verschwindet (Definition und Lemma 8.27)
und die Summation iiber A durch die iiber —A ersetzt. Dies war zu zeigen. O

1.

Theorem 8.32. Die Zuordnung v +— 'V, liefert eine Bijektion

{unzerlegbare Charaktere von L™} /Konjugation Y {kuspidale G-Darstellunengen} /Isomorphie.

Mit anderen Worten: V,, ist isomorph zu V. genau dann, wenn v =v" oder v =7 gilt.

Beweis. Die Richtung “<” ist klar nach Konstruktion der Darstellungen. Umgekehrt sei 6 : V,, — V,, ein
Isomorphismus von G-Darstellungen. Da V,, und V,. beides irreduzible G-Darstellungen sind (da dies nach
Anwenden von Resy, gilt), ist 6 nach dem Lemma von Schur ein Vielfaches der Identitiit (auf V := Abb(F*, C)).
Insbesondere gilt g - 8(v) = O(g - v) fiir alle v € V, wobei - jeweils in V,, bzw. V,, gemeint ist. Es folgt nach

Definition der Wirkung des Elements ( (1) g ) in den Darstellungen V,, fiir beliebige 4,y € F* und f € V:

V(0) (6 y) = v(0) (6 y)

und damit

V' (6) = v(9) (8.33)
fiir alle § € F*. Nach Definition der Wirkung des Elements w’ folgt iiberdies fiir alle f und y:
> V@ i ya) fa) = Y ve (o) f(@).
zEFX TEFX
Wir erhalten hieraus j,» = j,, d.h. nach Definition von j:
Z Y+ (t) = Z Yt +t)v(t)
Nt=u Nt=u
Fiir 6 € F* substituiere ¢ durch §t und verwende v(4) = v/(d) und erhalte

Do 6+ (1) = Y (6t +D)w(t)

Nt=v Nt=v
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oder auch

!
0= ¢+ 1)+ () —v(t) - v(D).
Nt=v

Hierbei bedeutet * an der Summe, dass in jeder Klasse {¢,¢} nur jeweils ein Element als Summand verwendet
wird.

Sei nun # € F. Da L/F die eindeutige quadratische Erweiterung ist, hat das Polynom X? — 2X + v zwei
Nullstellen, eine nennen wir ¢t € L, die andere ist ¢. D.h. es gilt trt = ¢t +t = x, Nt = tf = v. Der Ausdruck
a; = vV'(t) + V' (t) — v(t) — v(¢) hingt also nur von z ab und obige Gleichung schreiben wir hiermit kiirzer als

Z azp(dx) = 0.

Nt=v
Fiir 1 # x5 sind die Charaktere § — ¢ (dx1) und & — ¢ (dxa) verschieden (da ¢ nicht-trivial ist). Nach dem
Lemma von Artin (Ubungsaufgabe 5.25) liefert die obige lineare Abhiingigkeit dieser Charaktere a, = 0 fiir alle
z € K, dh. V(t)+ V() = v(t) + v(t). AuBlerdem gilt wegen (8.33) v/(t)v/(¥) = v(t)v(t). Also sind die Paare
(V' (t), V' (t)) und (v(t),v(t)) beide Losung der gleichen quadratischen Gleichung, d.h. die Mengen {v/(t), v’ (%)}
und {v(t), v(t)} stimmen iiberein. Insbesondere gilt dies fiir einen Erzeuger ¢o der zyklischen Gruppe L*. Wenn
v(tg) = v'(to), so folgt also v = /. Andernfalls folgt v = 7. O

Dies schlieBt die explizite Konstruktion aller irreduziblen G-Darstellungen ab. Die obigen Uberlegungen
gestatten sogar, einen engeren Bezug der Konjugationsklassen in G mit den irreduziblen G-Darstellungen an-
zugeben. (Fiir eine allgemeine endliche Gruppe G bestehen zwar Bijektionen zwischen diesen Mengen, jedoch
kann man i.A. keine kanonische solche Bijektion angeben.) Hierbei verwenden wir die Notation

X(H) := Hom(H,C*)

fiir die sog. Charaktergruppe einer abelschen Gruppe H, d.h. X(H) = H in der Nomenklatur von Satz 5.14.

Elemente in L* o€ F* o€ F* a#peF~ Ae L*X\F*
Konjugationsklassen in G c1(a) c2(a) cs(a, B) ca(N) = 1 _t11r\z\)\
Charaktere | x1 € X(F*) X1 €EX(F*) x1#x2€X(F*) veX(LX)\X(F*)
irreduzible G-Darstellung | Kp. von I, , Kp. von I, ,, Iy, xs V,
Dimension 1 q q+1 q—1
Anzahl qg—1 g—1 @—%M @

8.4 Das Reziprozitiatsgesetz

Sei weiterhin F' = F, und L/F die eindeutige quadratische Erweiterung. Sie ist eine Galois-Erweiterung, deren
Galoisgruppe wir mit Gal(L/F') bezeichnen.

Definition 8.34. Die Weil-Gruppe der Erweiterung L/F ist das halbdirekte Produkt
W :=W(L/F):=L* x Gal(L/F),
wobei die Multiplikation gegeben ist durch
(z,0)-(y,7) = (x-0(y),07).

(Mit anderen Worten, die halbdirekte Produktstruktur ist gegeben durch die kanonische Wirkung von Gal(L/F)
auf L*.)

Bemerkung 8.35. Als abstrakte Gruppe stimmt W also mit der Diedergruppe Dy—1 (sieche Ubungsaufgabe 4.44
und Ubungsaufgabe 7.51) iiberein.

Wir haben eine exakte Sequenz von Gruppen
1L = W(L/F)— Gal(L/F) — 1.
Obwohl die beiden #ueren Gruppen beide abelsch sind, ist W(L/F') nicht abelsch, z.B. gilt
[(@,0), (9,7)) = (@, 0)(y, 7, 0) " (3, 7)™ = (aoly)r(@ )y, 1), (8.36)
Uberdies haben wir einen (surjektiven) Gruppenhomomorphismus
p: W = F* (x,0) = N(x).

Da [W : L*] = 2 und L* abelsch ist, sind die irreduziblen W-Darstellungen laut Ubungsaufgabe 7.50
hochstens 2-dimensional. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist folgendes Theorem:
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Theorem 8.37. Es besteht eine Bijektion zwischen den zwei-dimensionalen (nicht notwendig irreduziblen) W -
Darstellungen und den hoher-dimensionalen irreduziblen G-Darstellungen V' (d.h. dim'V > 2).
Sie entsteht durch Komposition folgender Bijektionen

irreduzible 2-dim’l 11 unzerlegbare Charaktere L1 kuspidale G-
W -Darstellungen (< von L* I Darstellungen
bis auf Isomorphie bis auf Konjugation bis auf Isomorphie

<
Q
Il
7N
— O
[=RESN

reduzible 2-dim’l 1.1 | Paare von Charakteren von hoher-dimensionale

W -Darstellungen ( < Fx — C?Zf)ht kztzjl?idale
. . . -Darstellungen
bis auf Isomorphie bis auf Vertauschen bis auf Isomorphic
(x1°p,x20Dp) f(x1,x2) ! Iy x, falls X1 # x2

irred. Kp. von Iy, y, falls x1 = X2

Dieses Theorem ist quasi der Baby-Fall des Langlands-Programms. Eine (wesentlich) schwierigere grob
ahnliche Aussage entsteht, wenn man den endlichen Kérper F' = F, durch einen sogenannten lokalen Kérper,
z.B. den Korper Q,, der p-adischen Zahlen ersetzt. Dies bezeichnet man als das sog. lokale Langlands-Programm.
Das globale Langlands-Programm widmet sich der Situation wo F' ein globaler Korper wie z.B. F' = Q ist. Wei-
terhin kann man anstatt der Gruppe G = GL5 auch allgemeiner GL,, betrachten oder allgemeiner sog. reduktive
Gruppen wie z.B. SL,, oder auch die orthogonalen oder symplektischen Gruppen.

Lemma 8.38. Sei V' eine 2-dimensionale W-Darstellung. Dann sind dquivalent:

(i) Jeder Charakter v von L* der in Resﬁ/xV vorkommt (von diesen gibt es zwei Stiick), ist unzerlegbar, d.h.
v # 7 (Definition und Lemma 8.27).

(ii) V ist irreduzibel.
Wenn diese Bedingungen erfillt sind, gilt Reslv’[/X V=vor.

Beweis. Wir bezeichnen mit o € Gal(L/F) das nicht-triviale Element und ebenfalls mit ¢ sein Bild in W (d.h.
in der obigen Notation (1,0)). Es gilt fiir z € L* folgende Relation in W:

xo =0T (8.39)

und W ist die Gruppe die von L* und o mit dieser Relation erzeugt wird.

(i) = (ii): Angenommen V = V; & V5 ist reduzibel mit gewissen Charakteren V; und Vo von W. Da
27 € [W, W] liegt wirken x und T in V; (fiir i = 1,2) jeweils gleich. Also sind die Reséva; nach Definition
und Lemma 8.27 zerlegbare Charaktere von L* und v stimmt mit einem von beiden iiberein, ist also ebenfalls
zerlegbar.

(ii) = (i): Sei v ein Charakter, der in Resﬁ,X V vorkommt. Wir nehmen an, dass v = ¥ gilt und zeigen, dass
V reduzibel ist. Es gibt ein 0 # vy € V mit

x-vy =v(z)v (8.40)
fiir alle x € L*. Setzen wir vy := o - v so impliziert dies
2ve = V(T)vg = U(x)ve = v(x)vg (8.41)

fiir alle x € L*.
Wir unterscheiden zwei Fille:
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1. Falls v; und vy linear unabhingig sind, spannen sie also V' auf und aus (8.40) und (8.41) folgt, dass
x-v=v(x)v fiir z € L* und alle v € V. Sei vz ein Eigenvektor von ¢ (d.h. der Wirkung von ¢ auf V).

Dann gilt - v3 = v(z)vs und vs spannt (wie oben) eine 1-dimensionale W-Unterdarstellung von V' auf,
d.h. V ist reduzibel.

2. Falls hingegen vy = cv1, so ist der von v; aufgespannte Untervektorraum auch eine Unter-W-Darstellung
von V, diese ist damit reduzibel.

Die Schlussbehauptung folgt aus zvq, = v(z)vy und 2ve = T(x)ve (siehe den ersten Teil von (8.41)), d.h. vy
bzw. vy spannen jeweils eine 1-dimensionale L*-Unterdarstellung von V auf, die wegen v # U verschieden sind,
so dass Resﬁ,X V=voUvgil. O

Beweis. (des Theorems) Die Surjektivitit der angegebenen linken unteren Abbildung ist Teil der Aussage von
Lemma 8.38. Die Injektivitéit folgt aus der Surjektivitéit der Abbildung W — F* und der Tatsache dass eine
reduzible 2-dimensionale W-Darstellung einem Paar von Charakteren von W (bis auf Vertauschen) entspricht.

Lemma 8.38 zeigt ebenfalls, dass die angegebene 2-dimensionale W-Darstellung 7, irreduzibel ist, denn
Res‘ﬁ; T, = v @V nach Definition. Ebenfalls durch Betrachtung von Resﬁ,X sieht man: fiir einen weiteren unzer-
legbaren Charakter v/ gilt 7, 2 7,/ genau dann wenn v = v/ oder v = v/. Dies zeigt die Injektivitit der linken
oberen Abbildung.

Die Surjektivitiit der linken oberen Abbildung zeigen wir durch Abzihlen: es gibt (¢> —1) —(¢—1) = q(g—1)
unzerlegbare Charaktere.

Andererseits gilt nach dem folgenden Lemma

a1

Z dim V2

V&lrrepy,
= 44{V € Irrepy,,dimV = 2} + ${V € Irrepyy,, dim V' = 1}
= 4f{V € Irrepy,, dimV = 2} +2(q — 1)

2(q> — 1)

es gilt also §{V € Irrepy,,dimV = 2} = qgg 1. dies liefert die behauptete Surjektivitit. Hiermit ist der Beweis
des Theorems abgeschlossen. O

Lemma 8.42. W hat 2(q — 1) Charaktere.

Beweis. Setzt man in (8.36) alle 4 Moglichkeiten fiir o und 7 ein, liest man ab, dass die Kommutator-Untergrup-
pe [W, W] gerade {2z~ !,z € L*} ist. Dies stimmt nach Lemma 8.26 gerade mit ker(N : L* — F*) iiberein, der

Index von [W, W] in W ist also §W/fker N = 2(¢? — 1)/#(L*/F*) = 2(31_11) =2(qg—1). O

8.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 8.43. Sei

P;:{( a ?),aeF;,bqu}.

1. Zeige, dass P ein Normalteiler in der Borel-Gruppe

b
B = {( ot ),a,d EFX,be Fq} C GLy(F,)
ist. Zeige ferner, dass sich B wie folgt als halbdirektes Produkt schreiben ldsst:
B=PxF;.
2. Wir hatten in Satz 4.37 die irreduziblen B-Darstellungen p, 4, sowie F ® py 1 bestimmt. Zeige

Irrepp = {Reshpy 1 mit ¢ : Fy — C*} U {Resh E}

und gib die Charaktertafel von P an.



74 KAPITEL 8. DARSTELLUNGEN VON GLy(F,)

Ubungsaufgabe 8.44. Sei

P::{( “ l{),aeF;,bqu}cU::{( “ Z)}CGLQ(Fq).

Zeige, dass die (¢ — 1)-dimensionale irreduzible P-Darstellung E zur Darstellung
Ind5¢

isomorph ist, wobei
:F, — C*
eine beliebige nicht-triviale eindimensionale Darstellung der (additiven) Gruppe Fy ist.

Ubungsaufgabe 8.45. Beende den Beweis von Satz 8.24: zeige, dass die durch (8.21) und (8.25) vorgegebene
Wirkung von B U {w'} auf V' = Abb(F, C) der Relation (iii) in Lemma 8.22 geniigt.

Ubungsaufgabe 8.46. Sei V eine kuspidale G-Darstellung. Zeige, dass auch die duale Darstellung V* kuspidal
ist.

a b
0 d
Sei w: Fy — C* ein Gruppenhomomorphismus und V' die eindimensionale Darstellung von B gegeben durch

(3 3)) 0

Zeige, dass IndgV irreduzibel ist wenn w? # 1 gilt.

Ubungsaufgabe 8.47. Sei G = SLy(F,), B := {( )} die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen.



Kapitel 9

Der Artinsche Induktionssatz

Notation 9.1. Sei G eine endliche Gruppe und k ein beliebiger Korper. Insbesondere ist Induktion und Koinduk-
tion fiir Untergruppen von G identisch, wir schreiben daher nur noch Ind und benutzen auch die Eigenschaften
der Koinduktion.

Sei X eine Familie von Untergruppen von G. Induktionstheorem machen eine Aussage iiber das Bild von

n G
Indx : @ R(H) "4 R(@).
HeX
Hierbei ist die Abbildung
md$ : R(H) — R(G)
definiert als die eindeutige Z-lineare Fortsetzung der Abbildung, die eine irreduzible H-Darstellung V' auf IndgV
abbildet. Ebenso ist Res definiert. Hierbei nutzen wir die Identifikation R(G) = @y clrep(c) Z (Folgerung 6.8).
(Es ist moglich auf Folgerung 6.8 zu verzichten, indem man zeigt, dass Restriktion und Induktion kurze ex-
akte Sequenzen bewahren. Fiir die Restriktion ist dies sofort klar, man zeigt auflerdem dass die Induktion ein
linksexakter Funktor ist sowie die Koinduktion rechtsexakt.)

Lemma 9.2. Das Bild von Indx ist ein Ideal in R(G). Insbesondere ist im Indx = R(G) sobald 1 im Bild von
Indx liegt, d.h. sobald

1= aygndfVy
HeX

fiir gewisse ag € Z und gewisse Vi € Repy (oder auch Irrepy; ).

Beweis. Dies folgt aus der Projektionsformel (7.22) (da G endlich ist, stimmen Induktion und Koinduktion
iiberein).
d%(V ® ResZW) = mdG vV o W.

In der Tat, fir W € R(G) und A € im Indy, dh. A=3", Ind$ By fiir geeignete By € R(H) gilt

A-W= ZIHngH QW = ZIndg(BH ® Res2 W) € im Ind.
H H

O

Mit anderen Worten, um alle Darstellungen durch induzierte Darstellungen (aus Gruppen in X) zu erhalten,
genligt es, die triviale Darstellung auf diese Weise zu konstruieren.

9.1 Der Burnside-Ring

Der folgende Beweis des Artinschen Induktionssatz folgt [Ben98]. Das vorliegende Beweisschema eignet sich
auch fiir den Beweis feinerer Sitze wie z.B. dem sog. Brauerschen Induktionssatz. Wir benétigen hierzu den
Burnside-Ring. Dieser ist ein “Mengen-statt-k-Vektorrdume”-Analogon des Darstellungsrings Ry (G):

Definition 9.3. Der Burnside-Ring b(G) ist die freie abelsche Gruppe erzeugt von den Isomorphie-Klassen von
endlichen G-Mengen und den Relationen [A] —[A'] — [A\ 4] fiir jede endliche G-Menge A und jede G-Teilmenge
A’ C A. Wir versehen ihn mit der kommutativen Ringstruktur, die durch M - N = M x N gegeben ist (hierbei
operiert g € G als g - (m,n) = (gm, gn).)

b(G)q :=b(G) ®z Q.

D.h. b(G)q ist der Q-Vektorraum, dessen Basis die Isomorphieklassen endlicher G-Mengen ist.

(0]
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Bemerkung 9.4. Die additive Struktur von b(G) kodiert also die Konjugationsklassen von Untergruppen von
G. Die Multiplikation ist interessanter, da sie das Zusammenspiel verschiedener Untergruppen in G (geméf der
Formel in (7.4)) kodiert.

Und nun ein Analogon der Paarung (—, —): fiir eine Untergruppe H C G haben wir eine Abbildung
vr :b(G) =27,
M | MH|
Sie ist ein Ring-Homomorphismus, denn fiir zwei G-Mengen M und N gilt:
(M x N)H = M* x NH,
(MUNY =M N,
Definition 9.5. Wir schreiben C(G) fiir die Menge der Untergruppen H < G bis auf Konjugation, d.h. H wird

mit allen gH g~ ! identifiziert. (Nach Satz 7.3 besteht eine Bijektion von C(G) zur Menge der Isomorphieklassen
endlicher unzerlegbarer G-Mengen, d.h. C(G) ist das Mengen-Analogon von Irrep, (G).)

Lemma 9.6. (Burnside, 1911) Sei G eine endliche Gruppe. Die Abbildung

o= (@) 00+ P 2

HeC(G)

ist ein injektiver Ring-Homomorphismus. (Multiplikation und Addition im Ring auf der rechten Seite sind
komponentenweise definiert.) Zwei endliche G-Mengen X, Y sind also isomorph genau dann, wenn | XH| = |[YH|
fir alle H < G gilt.

Die induzierte Abbildung

HGe— P Q

HeC(G)

ist ein Ring-Isomorphismus.

Beweis. Sei x # 0, « € ker p. Wir schreiben @ = )", ag[G/H]. Wir fithren eine partielle Ordnung < auf den
G-Mengen der Form G/H ein, ndmlich durch

Definition
=4

G/H <G/K JgeG:gHg ' CK.

Satz 7.3 besagt: G/H < G/K genau dann, wenn es eine Abbildung (von G-Mengen) G/H — G/K gibt. Dies
ist auch noch #quivalent dazu, dass (G/K) # ). Sei G/H maximal beziiglich dieser Ordnung so dass ag # 0.
Wegen der Maximalitit von G/H gilt also 0 = g (z) = ag|(G/H)®| = ay|Ng(H)/H|.

Die letzte Aussage folgt hieraus, da es beide Q-Vektorrdume die gleiche (endliche) Dimension haben. O

9.2 Der Artinsche Induktionssatz

Wir betrachten im folgenden nur kompleze Darstellungen (d.h. k¥ = C in der Notation der vorigen Kapitel), d.h.
R(G) bezeichnet den Darstellungsring der komplexen (endlich-dimensionalen) G-Darstellungen. Wir schreiben

R(G)q := R(G) ®z Q.
Theorem 9.7. (Artinscher Induktionssatz) Die Abbildung
nd$
) R(H)q — R(G)q
HeC(G),H zyklisch

st surjektiv. D.h. fir jede G-Darstellung V' gibt es ein n > 1, so dass fiir geeignete H-Darstellungen Wy und
ng € Z in R(G) folgende Gleichheit gilt:

yoen — Z nyInd% (Wy).
H zyklisch

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

b(G) . @rece Z

I |

X
R(G) Z(CG) = @CCGKonjugationsklasse C
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Die linke vertikale Abbildung « ordnet jeder G-Menge X die Permutationsdarstellung k[X] zu. Die rechte
Abbildung 1 schickt ey (den Standardbasisvektor der bei H 1 ist und sonst 0) auf ZgGG,(g)wH eg, wobei
~ bedeutet, dass die beiden Untergruppen zueinander konjugiert sind und (g) die von g erzeugte zyklische

Untergruppe von G ist. Die untere Abbildung ist gegeben durch V — xy .
Das Diagramm kommutiert: fiir X = G/K wird o(G/K) =Y, [(G/K)"|ey auf

Y (G/E)Y = > (G/K) e

geG,(g)~H Konjugationsklassen von geG

abgebildet. Nun ist (G/K)'9) gerade die Menge der unter g fixen Elemente in G/K, dies ist auch die Spur von

g auf k[G/K], d.h. xxic/K)(9)-
Sei H C G eine zyklische Untergruppe. Schreiben wir o(G/H) =} g cc(q) @K€k, 50 ist ax = (G/H)X #£0

nur falls K C gHg™', d.h. insbesondere nur fiir zyklische K ist ax # 0. Da pq surjektiv ist, konnen wir also

€H = QD(ZK zyklisch, subkonjugiert zu H a’K[G/K]) mit geeigneten aK € Q schreiben.
In @y Zgilt 1 =3 pcoe en und Anwenden von ¢ liefert folgende Identitét in Z(CG)

1= > wlem) = Y. axvp(G/K) =Y axxcic/K)-
K

HeC(G),H zyklisch K zyklisch
Die Abbildung
x: R(G) ®z C — Z(CQG)

ist jedoch nach Folgerung 5.13 ein Isomorphismus und insbesondere injektiv. Damit ist auch x : R(G) ®z Q —
Z(CG) injektiv, so dass wir folgende Identitét in R(G)q erhalten:

1= Y axC[G/K]=) axIndfl.
K

K zyklisch
Aus Lemma 9.2 folgt nun die behauptete Surjektivitét. O

Bemerkung 9.8. Im Fall chark > 0 kann man den sog. Brauer-Charakter xy einer G-Darstellung definieren auf
den p-regulidren Elementen. In diesem Fall lautet Artins Satz (mit dem gleichen Beweis), dass Ind x ® Q surjektiv
ist, wenn man fiir X die p-reguléren zyklischen Untergruppen wihlt (d.h. die zyklischen Untergruppen, deren
Ordnung prim zu p ist).
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Kapitel 10

Arithmetische Aspekte

Wir haben bisher irreduzible Darstellungen folgender Gruppen bestimmt:

Gruppe G | G dim W, W € Irrepq
Z/n | n 1 )
Quaternionengruppe Qg | 8 1, 2 (Ubungsaufgabe 4.46)
Ss |6 1,2

Sy | 24 1, 3 (Ubungsaufgabe 4.49)

Borelgruppe B := {( * : >} C GL2(Fy) | (¢—1)%q 1, ¢ — 1 (Satz 4.37)

GL2(Fy) | ¢(¢—1)3*(¢+1) | 1, ¢, ¢+ 1 (Hauptreihendarstellung)
g — 1 (kuspidale Darstellungen)

Die Beobachtung, dass dim W|4G in allen diesen Féllen gilt, gilt sogar ganz allgemein:
Theorem 10.1. Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt
dim W |§G
fiir jede irreduzible komplexe G-Darstellung W .

Um eine solche Teilbarkeitsaussage zu zeigen, unternehmen wir einen kleinen Ausflug in die algebraische
Zahlentheorie. Es sei daran erinnert, dass Q den Korper der algebraischen Zahlen bezeichnet. Man kann ihn
z.B. auffassen als den Teilkorper der z € C, so dass

Py + an—lzn_l +--+ag = 0 (102)

gilt, mit geeigneten a; € Q, die nicht alle 0 sind. Man bezeichnet p(t) := t"—&—zz;é aitk als monisches Polynom,
da der Leitkoeffizient 1 ist.

Definition und Lemma 10.3. Fiir z € Q sind dquivalent:
(i) Es gibt ein monisches Polynom p(t) € Z[t] (d.h. die a € Z) mit p(z) = 0.

(ii) Es gibt ein Gitter, d.h. eine freie abelsche Gruppe A mit endlichem Rang (d.h. A = Z") sowie einen
Endomorphismus f : A — A derart, dass x ein Eigenwert der induzierten Abbildung f ®z Q : A ®z Q —
A ®z Q (von Q-Vektorrdumen) ist.

Eine solche Zahl z heif}t algebraische ganze Zahl. Wir bezeichnen die Menge dieser Zahlen mit O.
Beispiel 10.4. Die n-ten Einheitswurzeln ¢ liegen in O, denn sie sind Nullstellen des Polynoms ¢" — 1.

Beweis. (ii) = (i): Wéhle eine Basis von A und schreibe f als Matrix (mit ganzzahligen Eintrdgen). Die Ei-
genwerte von f ® Q sind also Eigenwerte des charakteristischen Polynoms det(f — tid), welches ein monisches
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

(i) = (ii): z erfiille eine Gleichung der Form (10.2) mit ay € Z. Sei A := Z™ und betrachte den Endomor-
phismus f, der zur n x n-Matrix

0 0 ... 0 —ap

1 0 ... 0 —a
M:=1 0 1 : :

: . 0 —Qp—2

0 ... 0 1 —Qn—-1
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gehort. Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist p(t) = det(tid — M) = t" + a,,_1t"~! + - -+ + ag, wie
man jeweils durch Addieren des %—fachen einer Zeile zur nichstfolgenden Zeile sofort nachpriift, d.h. z ist eine
Nullstelle von p. O]

Satz 10.5. Die Teilmenge O C Q ist ein Unterring (jedoch kein Korper). Es gilt
onNnQ =172,
d.h. jede algebraische ganze Zahl, die tberdies rational ist, ist eine ganze Zahl.

Beweis. Seien z,y € O. Wihle Paare eines Gitters mit einem Endomorphismus wie in (ii): (A, f), A, f/). Dann
ist zy ein Eigenwert von f ® f’ auf A ® A’. Ferner ist z + y ein Eigenwert von f ® idy/ +idy ® f' auf A® A'.
Die Enthaltenseinsrelation Z C O N Q ist klar (¢t — n hat n € Z als Nullstelle). Die umgekehrte Relation
wird auch als Gaufsches Lemma bezeichnet: sei z = £ mit teilerfremden 7, s € Z und p(z) = 0 wie in (10.2) mit
ay, € Z. Dann folgt
—r"=s (an,lr”_l 4+ aos”_l) .

Da s zu r und damit zu r™ teilerfremd ist, folgt s = +1, d.h. z € Z. O

Der Ring O ist insofern fiir uns relevant als wir zeigen werden, dass dﬁfv € O (und natiirlich in Q) und
damit in Z ist. Zunéchst halten wir fest:

Satz 10.6. Fiir jede (endlich-dimensionale) G-Darstellung © : G — GL(V) und jedes g € G ist w(g) eine
diagonalisierbare Matriz deren Eigenwerte eine §G-te Einheitswurzel sind. Insbesondere ist ihre Summe, d.h.
xv(g) (wegen Satz 10.5 und Beispiel 10.4) in O.

Beweis. Sei n := §G. Dann gilt ¢"™ = 1, also 7(g)" = idy. Das Minimalpolynom f(t) von 7(g) ist also ein Teiler
von t"™ — 1. Dieses Polynom ist separabel (wie jedes komplexe Polynom), hat also nur einfache Nullstellen. Also
hat auch f(t) nur einfache Nullstellen. (g) ist also diagonalisierbar (andernfalls hétte es einen n x n-Jordanblock
(mit n > 1) der Form

A1 0 .00
0

1 0
o o1
0 ... ... 0 A

und f hitte einen Faktor der Form (¢ — A)™). Die Nullstellen von f sind iiberdies alles n-te Einheitswurzeln. O

Lemma 10.7. Sei ¢ : A — Q ein Ringhomomorphismus, wobei A als abelsche Gruppe endlich erzeugt ist.
Dann gilt p(A) C O.

Beweis. Sei x € ¢(A). Die Elemente 1,z,22,... erzeugen eine Untergruppe von ¢(A) = A/ ker o, welche als
Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe wieder endlich erzeugt ist. D.h. es gibt k¥ € N so dass z* in
der von 1,z,...,2F"1 erzeugten Untergruppe liegt, d.h. ¥ geniigt einer Ganzheitsgleichung wie in (10.2) (mit
ayp € Z). O

Satz 10.8. Sei V eine irreduzible G-Darstellung. Sei g € G und betrachte die Konjugationsklasse C' := Cy =
{xgz~t,x € G} von g. Dann gilt
1c
dim v

(9) € 0.

Beweis. Sei
F:CG— [[ EndW)

W elrrepg

die Fourier-Transformation. Wir hatten fiir g € G mit Konjugationsklasse C' := C, im Zuge von Satz 5.16 die

Basisvektoren be := ﬁ%‘ > gec g von Z(CG) definiert und gezeigt:

Floe) = o | S w S w ~ (g ov(aliaw )

W elrrep
9ec Welrrepg @

Die Fourier-Transformation liefert einen Ring-Homomorphismus

L:z(CG) 5 [ ZEndw)— Z(End(V)) 5 C.

Welrrepg
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Hierbei ist der rechte Isomorphismus geméf dem Lemma von Schur gegeben durch End(V') 3 r — tr(r)/dim V.
Sei ZG der sog. ganzzahlige Gruppenring, d.h.

7G = Zageg,ag eZ, C CG.
geG

Bezeichne mit Z;,; := Z(CG) N ZG, d.h. die Linearkombinationen ) age, so dass die ay € Z und konstant auf
den Konjugationsklassen sind. Diese abelsche Gruppe hat eine Basis bestehend aus den Vektoren b, := §Cbc =
> geC g5 wobei C' C G die Konjugationsklassen in G durchliuft. Wir erhalten einen Ringhomomorphismus

L . Zint — C,
der b, auf %XV(Q) abbildet. Dies liegt nach Satz 10.6 in Q. Da Z;,,; als abelsche Gruppe endlich erzeugt
ist, nimmt L nach Lemma 10.7 sogar Werte in O an, d.h.

C
Lb) = hoxw(9) €O,

Beweis. (von Theorem 10.1). Laut der 1. Orthogonalitétsrelation (Satz 4.31) gilt

dim V dim v VY
geG

- Y (o) vo

Konj.klassen Cy

Laut Satz 10.8 und Satz 10.6 liegt dies in O, also nach dem Gauflschen Lemma auch in Z. O
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