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Kapitel 0
Vorbemerkung

Dies sind im Entstehen begriffene Vorlesungsnotizen einer Vorlesung fiir Lehramtsstudierende an der Uni-
versitit Miinster. Grundlegende Vorkenntnisse aus der Linearen Algebra und in geringerem Mafle auch aus
der Analysis, wie sie jeweils im ersten und zweiten Semester erworben werden, sind fiir das Verstéindnis des
Stoffes hier notwendig.

e Das Ausrufezeichen-Symbol (!) weist auf Punkte hin, die im Nacharbeiten der Vorlesung beachtet @
werden konnen und sollten; oft sind dort einige kleinere Aspekte eines Begriffs zu wiederholen.

e Die drei Punkte am Rand stehen fiir Inhalte, die in der Vorlesung erklart werden. E
4.

e Das Videozeichen am Rand verweist auf die Videoaufzeichnungen der Vorlesung. 04.11.20

®


https://wwu.zoom.us/rec/share/6o4OPKgbadoU-Y0bEpj7tclxI6x_2RsFO8g4drWX99Le9A9tDA5tY8dqNDAIZbDp.XFqt0T8g10Sj4UFa?startTime=1604472563000
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Kapitel 1

Einleitung

Die reellen Zahlen R bilden einen Zahlenbereich, der uns aus anschaulich und aus dem Gebrauch in 04.11.20
den verschiedensten Gebieten innerhalb und auflerhalb der Mathematik gut vertraut ist. Aus der Analysis- @
Vorlesung ist uns bekannt, dass die reellen Zahlen folgende Eigenschaften haben:

e Sie bilden einen Korper, d.h. reelle Zahlen kénnen addiert und multipliziert werden, und diese beiden
Operationen erfiillen die Kérperaxiome, die das Rechnen mit reellen Zahlen leicht machen. Beispiels-
weise gilt

ab = ba (1.1)

fiir zwei reelle Zahlen a und b.

e Sie lassen sich anordnen, d.h. es gibt eine “<”-Relation, die in sinnvoller Weise mit der Addition und
Multiplikation harmoniert.

e Sie sind (z.B. im Gegensatz zu den rationalen Zahlen Q) vollsténdig, d.h. jede nach unten beschrénkte
nicht-leere Teilmenge M < R hat ein Infimum. *

Alle grundlegenden Sitze der Analysis lassen sich allein mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen. Bei-
spielsweise die Tatsache, dass jedes Polynom ungeraden Grades, z.B.

7+ 3t0 — 12t + 1

(wenigstens) eine reelle Nullstelle hat.
Nach den reellen Zahlen sind die komplexen Zahlen

C = {a+ib, mit a,b e R}

das néchstgrofiere Zahlensystem. Die komplexen Zahlen haben Anwendungen natiirlich innerhalb der Mathe-
matik, aber auch der Physik (z.B. der Wechselstromrechnung) und auch der Chemie (bei der Untersuchung
von Symmetrien von Molekiilen). Was zeichnet die komplexen Zahlen aus?

e Sie sind ebenfalls ein Korper.

e Sie enthalten die reellen Zahlen, sind aber nicht wesentlich gréfler als diese (d.h. endlich-dimensional
als R-Vektorraum).

e Jedes komplexe Polynom, z.B.
th—it? + 3t +4

hat (wenigstens) eine komplexe Nullstelle. Man sagt hierzu: C ist algebraisch abgeschlossen.

1M heift hierbei nach unten beschrdnkt, wenn es ein z € R gibt mit = < m fiir alle m € M. Ein solches z heifit auch untere
Schranke von M. Man sagt, M hat ein Infimum, wenn es ein m € R gibt mit der Eigenschaft dass alle unteren Schranken x
von M die Bedingung = < m erfiillen.


https://wwu.zoom.us/rec/share/6o4OPKgbadoU-Y0bEpj7tclxI6x_2RsFO8g4drWX99Le9A9tDA5tY8dqNDAIZbDp.XFqt0T8g10Sj4UFa?startTime=1604472563000
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Der letzte Punkt ist der sog. Fundamentalsatz der Algebra (Theorem 2.6). Diese Eigenschaft unterscheidet
R, wo bekanntlich das Polynom t? + 1 keine Nullstelle hat, von C. Wir werden dies nutzen, um zu zeigen,
dass die komplexen Zahlen i.W. den einzigen Zahlenbereich bilden, der diese drei Eigenschaften hat.

Was kommt nun? Um neue, groflere Zahlenbereiche zu erhalten, miissen wir nach der obigen Charakte-
risierung wenigstens eine der Forderungen fallen lassen. In dieser Vorlesung werden wir nur Zahlenbereiche
studieren, die nicht wesentlich gréfler als R sind, d.h. deren R-Dimension nach wie vor endlich ist. Die
Quaternionen H sind ein solcher Zahlenbereich. Ihre Elemente haben die Form

a+ib+ je + kd,

wobei a,b,¢,d € R und 14, j, k drei Pendants der imagindren Einheit (in C) sind. Die Kommutativitit der
Multiplikation (1.1) gilt in H nicht mehr: beispielsweise ist

ij =k,

jedoch
ji = —k.

Dennoch sind die Quaternionen ein sinnvolles Zahlensystem, welches wir nach den komplexen Zahlen kennen-
lernen werden (§3). Sie werden z.B. in der Berechnung von rdumlichen Darstellungen in der Computer-Grafik
eingesetzt, spielen aber auch in verschiedenen Bereichen der Mathematik, z.B. den sog. Shimura-Varietéiten
eine grundlegende Rolle. Auch die Quaternionen lassen sich axiomatisch charakterisieren (Theorem 3.30).

Als Schlusspunkt unserer Erkundungen werden wir die Oktonionen O kennenlernen. Der Name riihrt
daher, dass sie als R-Vektorraum 8-dimensional sind. Ein kleiner Vorgeschmack, was uns erwartet gibt das
folgende Zitat von Baez [Bae02]:

“Die reellen Zahlen R sind der verldssliche Erndhrer der Familie, der vollstdndige angeordnete
Korper, auf den wir uns verlassen. Die komplexen Zahlen C sind der etwas schrillere, aber re-
spektierte kleinere Bruder: nicht angeordnet, aber algebraisch abgeschlossen. Die Quaternionen
H sind, da sie nicht kommutativ sind, der exzentrische Cousin, der bei Familienfeiern gern gemie-
den wird. Die Oktonionen O jedoch sind der verriickte alte Onkel, den niemand vom Dachboden
herunter lésst: sie sind nicht assoziativ.”

Dieser verriickte alte Onkel hat jedoch bei allerhand interessanten mathematischen Strukturen seine
Hénde im Spiel, daher lohnt es sich, ihn doch einmal vom Dachboden zu bitten!



Kapitel 2
Die komplexen Zahlen

Nach den reellen Zahlen sind die komplexen Zahlen der “néchstgrofiere” Zahlenbereich. Wir wiederholen kurz
die grundlegenden Eigenschaften der komplexen Zahlen und beweisen anschliefend den Fundamentalsatz
der Algebra (Theorem 2.6). Nachdem wir uns einiges grundlegendes algebraisches Handwerkszeug verschafft
haben, beweisen wir anschliefend dass die reellen und die komplexen Zahlen die einzigen Zahlenbereiche
sind, die folgende Anforderungen erfiillen (Theorem 2.27):

e Sie enthalten die reellen Zahlen.
e Sie sind ein Korper.

e Sie sind nicht “zu grof”, d.h. jede Zahl lisst sich als endliche R-Linearkombination darstellen.

2.1 Grundlegende Eigenschaften
Definition 2.1. Die komplexen Zahlen C sind die Menge
C = {(a,b), mit a,b e R}.
Die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen sind definiert durch

(a1,b1) + (ag,b2) := (a1 + az, by + ba)
(a1,b1) - (az,b2) := (ar1as — biba, a1bs + azby).

Wir schreiben ein solches Paar in aller Regel als
a+ib:= (a,b).
In dieser Schreibweise gilt also
(a1 +ib1)(ag + b)) = (a1az — biba) + i(a1ba + asby).
Insbesondere gilt also die fundamentale Gleichung
i2(:= i) = —1.

Wir fassen die reellen Zahlen R als die Teilmenge {(a,0),a € R} = {a + i0} < C auf. Der Realteil bzw.
Imagindrteil ist definiert als
R(a + ib) := a,S(a + ib) := b.

Aus der Grundvorlesung ist bekannt, der elementare Beweis ist eine gute Wiederholung der Kérperaxiome.

Satz 2.2. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper.

9
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In Richtung der geometrischen Eigenschaften von C benutzen wir die folgenden Standardbegriffe:
Definition 2.3. Die komplere Konjugation ist die Abbildung
?7:C—>C,z=a+ib~— Z:=a —ib.
Der Betrag ist die Abbildung
7]: C > R, 2 = a +ib > |2] := VzZ = Va2 + b2
Aus der Grundvorlesung bekannt ist folgende geometrische Beschreibung der Addition und Multiplikation:
e Die Addition ist die iibliche Vektoraddition im R2.

e Die Multiplikation erfiillt folgende Eigenschaften (und ist durch diese eindeutig bestimmt): es gilt fiir
Z1,22 € C
|2122] = |21]|22]-
Seien z1,22 € C mit |z1| = |22 = 1. Bezeichne mit ¢; den Winkel zwischen der positiven z-Achse
und dem Strahl der vom Ursprung ausgeht und durch z; verlduft. Sei ¢ := 1 + @o. Dann ist z125

der eindeutige Schnittpunkt des Einheitskreises S! := {2z € C,|z| = 1} mit dem Strahl der mit der
positiven z-Achse den Winkel ¢ bildet.

Die folgende Illustration stammt von Wikimedia!

2.2 Der Fundamentalsatz der Algebra

Bekanntermaflen hat nicht jedes reelle Polynom eine reelle Nullstelle. Zum Beispiel hat
ft)y=t*+1

keine reelle Nullstelle, denn f(z) ist fiir alle reellen Zahlen x positiv. Fragen wir nach Nullstellen innerhalb
der komplexen Zahlen, so dndert sich das: dieses Polynom hat genau zwei komplexe Nullstellen, ndmlich
i und —i. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt eine wesentlich stidrkere Aussage, ndmlich dass nicht
nur dieses Polynom, sondern sogar jedes nicht-konstante reelle Polynom und sogar, noch allgemeiner, jedes
nicht-konstante komplexe Polynom, eine komplexe Nullstelle hat. Dies ist insofern bemerkenswert, als der
Ubergang von R zu C ja darin besteht, dass zu R eine “neue” Zahl i hinzugefiigt wird mit der Eigenschaft
i? = —1. Wenn wir nur 4 hinzufiigen, d.h. die Menge R 1 {i} betrachten, bildet dies natiirlich(!) keinen
Korper. Wir kénnen den Korper C als den kleinsten Korper auffassen, der R und ¢ enthélt. (Eine genaue
Prézisierung des Wortes “kleinsten” in dieser Aussage ist moglich, doch wir belassen es hier bei dieser eher
informellen Feststellung.)

1By IkamusumeFan - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index . php?curid=42024950.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=42024950
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Definition 2.4. Sei K ein Korper und
n
flt) =ap+ art+ -+ apt" = Z apt”
k=0

ein Polynom. Wir bezeichnen dann mit deg f (Grad von f) die grofite Zahl n derart, dass a, # 0 ist. Die
ay, heilen Koeffizienten, der Koeflizient a,, heif3t Leitkoeffizient von f. Das Polynom f heifit normiert, falls
a, = 1 ist.

Die Menge der Polynome mit Koeffizienten in K wird mit K[¢] bezeichnet. (Grundlegende Eigenschaften
der Addition und Multiplikation von Polynomen werden in Ubungsaufgabe 2.2 studiert.)

Bemerkung 2.5. Wir betrachten oft nur normierte Polynome, um den Leitkoeffizienten nicht immer separat
beachten zu miissen. Dies ist keine wesentliche Einschrinkung, denn

£(6) = o, (2 t) ,

o In

und innerhalb der Klammern steht ein normiertes Polynom. Die Nullstellen (wofiir wir uns im folgenden
besonders interessieren) dieses Polynoms sind(!) die gleichen wie die Nullstellen von f.

Theorem 2.6. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom Bo
f@t)=ag+ art+ -+ apt”

mit Grad deg f > 1 mit komplexen Koeffizienten (d.h. a € C) hat eine komplexe Nullstelle, d.h. es gibt ein
z € C mit

f(z)=0.

Dieser Satz wurde erstmals von C.F. Gauss bewiesen. Der folgende, vollstindig elementare Beweis stammt
von de Oliveira [Olill].

Beweis. Die Dreiecksungleichung |z| > |z + w| — |w| (1) fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z, w liefert

n—1
F)] = lanllz™ = Y laxllz]*.
k=0

Da a, # 0 folgt hieraus |f(z)| — oo fiir |2| — 0. Da die Funktion z — |f(z)| stetig ist, gibt es folglich ein
zg € C derart dass

[f(2)] = | (20)|

fiir alle z € C. (Betrachte z; € C beliebig. Wéhle R > 0 so, dass |f(2)| > |f(z1)] fiir alle z mit |z| > R. Die
Abbildung fl(.ec,|z|<ry ist eine stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge von R?. Nach dem Satz
von Bolzano—Weierstrafi nimmt diese Funktion daher ihr Minimum in einem zg an. Es gilt |z1] < R, d.h.
|f(20)] < |f(21)|. Damit ist auch |f(z0)| < |f(z)] fiir alle z € C.)

Wir koénnen (indem wir f(z) durch f(z — zp) ersetzen) zp = 0 annehmen. Also folgt

[f(2)I7 = [f0))* = 0 (2.7)

fiir alle z € C. AuBlerdem gilt f(z) = f(0) + zFg(z) fiir ein k € {1,...,n} und ein Polynom ¢ mit g(0) # 0.
Wir setzen in der Ungleichung (2.7) z = 7¢ mit r € R®% und ¢ € C ein und erhalten (beachte |w|? = ww fiir
we C):

20" R(f(0)¢*g(rQ)) + r*|¢"g(rO)* = 0.

Fiir alle 7 > 0 (und alle ¢ € C) erhalten wir nach Division durch 7*:

2R(f(0)¢g(rQ)) + r*ICMg(rO)* = 0.

11.11.20


https://wwu.zoom.us/rec/share/POYbiVgkSICuyGk4nmAto6Fsit8YSHU64qs1JQcdoNotPEJ18fTbVyu6fdrw9DWK.QqhYg9Q8wNQNARqS?startTime=1605077835000

18.11.20

®
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Die linke Seite ist (fiir fixiertes () eine stetige Funktion in 7, durch Bilden von lim,\ o erhalten wir fiir alle
(eC
2R(f(0)g(0)¢") = 0. (2.8)

Setze a ;= 2f(0)g(0).Wir erhalten also
R(ack) =0

fiir alle ¢ € C.
Bezeichne, wie iiblich, S! := {z € C, |z| = 1} den Einheitskreis. Wir verwenden nun, dass die Abbildung

Sl_)sl’c'_)ck

surjektiv ist (Ubungsaufgabe 2.1; der Originalbeweis von Oliveira vermeidet dieses Argument zugunsten eines
elementareren, aber eher ad-hoc miBigen Argument). Es gilt also {a(*|¢ € S} = a - S! = {s € C,|s| = |a|},
d.h. der um den Faktor |a| gestreckte (bzw. gestauchte) Einheitskreis. Falls |a| # 0, so haben nicht alle
Punkte s auf diesem Kreis die Eigenschaft f(s) = 0. Also ist |a| = 0, d.h. @ = 0, d.h. (wegen g(0) # 0) folgt
f£(0) = 0. O

Folgerung 2.9. Jedes komplexe normierte Polynom f(t) mit deg f = n zerfillt als Produkt von n linearen
Polynomen, d.h. es gibt z1,..., 2, € C mit der Eigenschaft dass folgendes gilt:

fO) =@t =z2)(t—2)- - (t = 2n).

) =(t—2)(t—2) - (t—zp)

gibt es eine Bijektion o : {1,...,n} — {1,...,n} mit z; = z;(k) fiir alle k.

Bemerkung 2.10. e Die z;, sind gerade die Nullstellen von f: fiir z € C gilt f(z) = [[(2 — 2). Dies ist
0 genau dann, wenn (wenigstens) einer der Faktoren 0 ist (Ubungsaufgabe 2.14).

e Es ist moglich, dass ein oder mehrere z; mehrfach auftauchen, zum Beispiel fiir
t3—3t+2=(t—1)>2(t+2)
konnen wir z; = 29 = 1, 23 = —2 wahlen.

e Aufgrund der obigen Zerlegung in Faktoren bezeichnet man das Finden der Nullstellen eines Polynoms
gelegentlich auch als Faktorisierung des Polynoms.

Beweis. Wir zeigen folgende Behauptung: ist g(¢) ein Polynom vom Grad n (mit komplexen Koeffizienten)
und z € C eine Nullstelle, d.h. g(z) = 0, so gibt es ein Polynom h(¢) vom Grad n — 1 derart, dass

g(t) = (t — 2)h(t)

gilt. Dieses Argument wenden wir n mal an, wobei wir jedes Mal Theorem 2.6 benutzen, um sicherzustellen
dass die Polynome (angefangen mit f selbst) jeweils eine Nullstelle haben.

Diese Polynomdivision ist elementare Algebra, wir beweisen sie per Induktion {iber den Grad von g. Falls
degg =1, d.h. g(t) = a1t + ag so erhalten wir aus g(z) = a12 + ag = 0:
a

g9(t) = (t = 2)

ao

falls ag # 0. Falls ap = 0 und damit auch z = 0, so erhalten wir g(t) = (¢ — 0)a.
Fiir den Induktionsschritt sei g(t) = ag + a1t + - - - + a,t". Dann ist

g1(t) == g(t) — (t — 2)ant" ™"


https://wwu.zoom.us/rec/share/MKx465zB42UiEUZdVVPy_b7lh-XsQZXNoQmJ8J3Ekau8s2yztkqZzBCZVU0Khv_0.0wFNYALaF2aBPRH4?startTime=1605682499000
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ein Polynom vom Grad < n — 1, da der ¢"-Term sich aufhebt. Auflerdem ist ¢1(z) = g(2) —0 = 0, d.h. z
ebenfalls Nullstelle von g;. Damit gibt es laut Induktionsvoraussetzung ein Polynom h; () vom Grad < n—2
derart, dass g1(z) = (t — 2)hy1(t). Es ergibt sich die Induktionsbehauptung;:

g(t) = g1(t) + (t — 2)ant™ " = (t — 2) (h1(t) + ant™ ")

Um die Eindeutigkeit (bis auf Permutation) einzusehen: fiir

[T¢—2)=]]t—2)
k=1

k=1

ist z; eine Nullstelle des Polynoms auf der rechten Seite, d.h. z; = z/. fiir ein geeignetes r. Es gilt dann

(t—z1) <H(t—zk) - ﬂ(t—z;)) = 0.

k#1 k#r

Aus Ubungsaufgabe 2.5 folgt g(t) := [[,,;(t — 2x) = [ [}, (t — 2},). Wir wenden dieses Argument auf g(t)
an (beachte degg = n — 1) und erhalten die Behauptung per Induktion iiber n. O

Theorem 2.11. Sei K o C ein Korper, derart dass
dimg K < o0.
Dann ist K = C.

Beweis. Bezeichne n := dimc K (nach Voraussetzung ist dies eine natiirliche Zahl). Sei z € K. Wir werden
zeigen, dass = € C liegt.
Die Elemente

1=a%2,2%2% ... 2" e K
sind n+1 Elemente im C-Vektorraum K. Damit miissen sie C-linear abhéngig sein, d.h. es gibt ag, .. ., a, € C,
so dass nicht alle a; = 0 sind mit

apx® + a1 + - +a,z” = 0.
Es gibt ein k£ > 0 mit ax # 0: andernfalls wiirde aus dieser Gleichung auch ay = 0 folgen, d.h. alle a;, = 0.
Also ist z € K eine Nullstelle des Polynoms f(t) := >,;_, axt”. Sei d := deg f der Grad von f. Es gilt d > 0.
Nach Folgerung 2.9 ist aber f(t) = HZ=1(L‘ — z) fiir gewisse z;, € C. Es gilt also

0=f(z) =] [(@— 2
k

Rechts steht ein Produkt von d Elementen in K, und ein solches Produkt ist genau dann 0, wenn wenigstens
einer der Faktoren 0 ist (Ubungsaufgabe 2.14). Also folgt hier x = 2, fir ein 1 < k < d, d.h. z € C. O

Bemerkung 2.12. Ohne die Bedingung dimg K < o ist die Aussage von Theorem 2.11 falsch: beispiels-
weise ist der sog. Funktionenkdrper

C(t) := {f])g;mq komplexe Polynome, ¢(t) # 0}
ein Korper (mit dimeg C(t) = o).
Situationen wie in Theorem 2.11 kommen in der Folge immer wieder vor. Wir verwenden daher folgende
Sprechweise:
Definition 2.13. Seien k und K ein Korper (z.B. R oder C) mit
kc K.

Man nennt dann K eine Kdrpererweiterung von k. Es ist(!) insbesondere K dann auch ein k-Vektorraum.
Die Dimension von K als k-Vektorraum nennen wir Grad der Korpererweiterung. Wir sind in der Fol-
ge v.a. an dem Fall interessiert, dass dieser Grad endlich ist. Solche K&rpererweiterungen heiflen endliche
Kérpererweiterung.
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Bemerkung 2.14. e Der Grad, definiert als dimy K darf nicht verwechselt werden mit dimg K (d.h.
die Dimension von K als K-Vektorraum): letztere ist stets 1.
e R c C ist eine Korpererweiterung.

| Thr Grad ist 2, denn {1, ¢} ist eine Basis von C als R-Vektorraum.

e Die Aussage von Theorem 2.11 bedeutet in dieser Sprechweise also gerade, dass C keine endlichen
Korpererweiterungen (abgesehen natiirlich von C < C) besitzt.

Definition 2.15. Man bezeichnet einen Korper k als algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante
Polynom mit Koeffizienten in k eine Nullstelle hat.

Theorem 2.6 besagt also, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Der Beweis von Folgerung 2.9 und Theo-
rem 2.11 benutzt nur diese Eigenschaft von C (und nicht die konkrete Konstruktion von C). Demzufolge
erhalten wir:

Folgerung 2.16. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und K o k eine endliche Korpererweiterung.
Dann ist £ = K.

2.3 Korpererweiterungen der reellen Zahlen

Unser néchstes Ziel ist der Beweis von Theorem 2.27. Beispielsweise besagt der Satz, dass es keinen Zahlen-
bereich (hiermit ist an dieser Stelle gemeint: Korper) geben kann, der als R-Vektorraum drei-dimensional
ist, d.h. aus Ausdriicken der Form

a+1b+ jc

wobei a,b,c € R und 4,5 zwei “hyperimaginére” Zahlen sind. Um den Satz prézise zu formulieren, fithren
wir zunéichst einige algebraische Grundbegriffe ein.

Definition 2.17. e Eine reelle Algebra oder kurz Algebra ist ein R-Vektorraum V', zusammen mit einer
Abbildung (genannt Multiplikation)
VxV->V

Wir notieren diese Abbildung mit (v, w) — vw. Diese Abbildung muss folgende Eigenschaften erfiillen
(v,w,u € V sind hierbei beliebige Elemente, sowie A, u € R):

— Die Multiplikation ist eine bilineare Abbildung, d.h. es gilt das Distributivititsgesetz
I v(Aw + pu) = Avw + pvu, (Ao + pw)u = Avu + pwu.

— Es gibt ein Element 1 € V| genannt Eins-Element, so dass
I vl =1v =w.

(Ein solches Element ist automatisch eindeutig: wire 1’ ein anderes Eins-Element, so gilt 1 =
1-1"=1".) Wir fordern (um den langweiligen Fall V' = {0} auszuschlielen), dass

1+#0
e Wir nennen V eine assoziative Algebra, wenn das Assoziativitéitsgesetz gilt:
(vw)u = v(wu).
e Wir nennen V eine kommutative Algebra, wenn das Kommutativitédtsgesetz gilt:

YW = wo.
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Beispiel 2.18. e Die reellen Polynome RJ[t] (Ubungsaufgabe 2.2) bilden eine assoziative, kommutative
Algebra.
e Die komplexen Zahlen C sind ebenfalls eine assoziative, kommutative Algebra.

e Die n x n-Matrizen (mit der Matrizenmultiplikation versehen) bilden eine assoziative, aber fir n > 2
nicht kommutative Algebra.

e Wir werden in §3 die Quaternionen H kennenlernen, welche ebenfalls assoziativ, aber nicht kommutativ
sind. Es gilt dimg H = 4.

e In Ubungsaufgabe 3.2 wird eine 4-dimensionale, kommutative, jedoch nicht assoziative Algebra kon-
struiert.

e Die Oktonionen (§4) O bilden eine 8-dimensionale, weder assoziative, noch kommutative Algebra.

Wir brauchen immer mal wieder auch einige spezielle Eigenschaften von Elementen beziiglich der Multi-
plikation:

Definition 2.19. Sei V eine assoziative Algebra. Sei v € V' beliebig.

e Ein Element w heifit multiplikatives Inverses von v, wenn
wyv =vw =1

gilt. Ein solches Element wird oft auch mit v~! bezeichnet, denn es ist automatisch eindeutig: falls w’
ein weiteres multiplikatives Inverses ist, so gilt

w=wl =wlw) = (w)w = 1w =w'.

e Ein Schiefkorper (der R enthilt) ist eine assoziative R-Algebra V mit der Eigenschaft, dass jedes
v eV, v # 0 ein multiplikatives Inverses besitzt.

e veV, v +#0 heiBlt Nullteiler, falls es ein w € V\{0} gibt mit
vw = 0.
Beispiel 2.20. e Jeder Korper ist also ein Schiefkdrper. Genauer: ein Schiefkdrper ist genau dann ein
Korper, wenn er kommutativ ist.
e Wir lernen in §?7? die Quaternionen kennen. Sie sind ein Schiefkérper (aber kein Kérper).

e Falls V ein Schiefkorper ist, so hat V' keine Nullteiler, denn aus vw = 0 und v # 0 folgt

0=v10=vtow= 1w = w.

e Die Matrizen ( 8 > (fiir beliebiges a # 0) sind Nullteiler in Matax2(R), denn

o) v)-(os)-»

Definition 2.21. Seien V und W zwei Algebren. Ein Algebren-Homomorphismus oder kurz Homomorphis-
mus 25.11.20

fV-w @

a
0

ist eine R-lineare Abbildung derart, dass

fviva) = f(v1) f(v2) (2.22)


https://wwu.zoom.us/rec/share/DnE2lCj8Xw3Nyq-ve79YgE3s8Q2NNSIZlq3ubAWm0iJzSyO-PJTiueJa-vR_fHbt.pdnHFWK5jSbUf3e7?startTime=1606287703000
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und
f(ly) = 1w

gilt. Hierbei ist die Multiplikation auf der linken Seite in V' zu verstehen, rechts die in W; 1y bzw. 1y
bezeichnet ein Eins-Element.
Ein solcher Algebren-Homomorphismus f heifit Algebren-Isomorphismus oder kurz Isomorphismus, wenn
es einen (Algebren-)Homomorphismus
g:W -V

gibt so dass go f = idy (d.h. g(f(v)) = v fiir alle ve V) und f o g = idy.
Beispiel 2.23. Die komplexe Konjugation
7:C—-C,z2—%
ist ein Algebren-Homomorphismus, denn die Abbildung ist R-linear und erfiillt (2.22), d.h. es gilt
2172 = 21 22,

wie man mit einer expliziten Rechnung(!) leicht nachpriift. Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomor-
phismus, denn es gilt z = Z, d.h. die Abbildung z ~ Z ist ihr eigenes Inverses.
Wie in Ubungsaufgabe 2.6 prézisiert wird, gibt es nur zwei Algebren-Isomorphismen C — C.

Bemerkung 2.24. Ein Homomorphismus f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn er bijektiv ist: in
diesem Fall ist die Umkehrabbildung f~! nimlich automatisch selbst ein Homomorphismus. Beispielsweise
priift man (2.22) wie folgt nach: f~!(wiwg) = f~H(wy)f~(ws) ist, da f bijektiv ist, dquivalent zu

FU wrwa)) = F(F7 (wn) 7 (w2)).

Die linke Seite ist wjws. Ebenso rechts, wobei wir hier benutzen, dass f die Bedingung (2.22) erfiillt:

wiwy = f(f 7 (wi)) f(f 7 (wa)) = F(F 7 (wr) f (w2)).

Lemma 2.25. Sei K ein Schiefkérper (z.B. ein Kérper), W eine assoziative Algebra und f : K — W ein
Homomorphismus von Algebren. Dann ist f stets injektiv.
Damit ist nach Bemerkung 2.24 f genau dann ein Isomorphismus wenn f surjektiv ist.

Beweis. Aus der linearen Algebra (dies ist eine allgemeine Tatsache iiber lineare Abbildungen) ist bekannt:
die Injektivitat folgt aus ker f = 0. Der Klarheit halber schreiben wir 0 € W fiir den Nullvektor und 0 € R
fiir die Zahl Null. Fiir jeden Vektor w € W gilt Ow = (01w )w = 0(lww) = Ow = 0. Hier benutzen wir
(nur) die allgemeinen Algebra-Axiome, ndmllich die R-Linearitdt der Multiplikation, die Assoziativitit, die
Definition eines Eins-Elements sowie nochmal die R-Linearitét.

Sei also v € K mit f(v) = 0. Angenommen v # 0. Dann gilt

lw = f(lx) = flww™") = f(v)f(v™!) = 0f(v™!) = 0.
Dies ist ein Widerspruch zur Forderung 1 # 0 (Definition 2.17). O
Beispiel 2.26. Sei V eine Algebra. Die Abbildung
R—-V,A— Al

ist ein Algebrenhomomorphismus(!) und demzufolge (Lemma 2.25) injektiv. Wir konnen (und werden) daher
die reellen Zahlen als Unteralgebra von V' auffassen. Fiir eine reelle Zahl A bedeutet das Element “\ € V”
also genau genommen 1.

Theorem 2.27. Sei R < K eine endliche Korpererweiterung mit Grad n(< o0). Dann ist entweder
(1) n=1.1In diesem Fall gilt K = R.
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(2) n =2.In diesem Fall gibt es einen Algebren-Isomorphismus
C3SK.

Um dies zu beweisen, beginnen wir zunéchst mit der Frage nach der Faktorisierung reeller Polynome,
d.h. der Frage, wie wir reelle Polynome als Produkte “einfacher(er)” reeller Polynome schreiben kénnen.
Diese Frage beantwortet der néchste Satz. Zu seiner Vorbereitung ein kleines Lemma:

Lemma 2.28. Sei f(t) = . _, axt® ein reelles Polynom. Seien z1, ..., 2, die Nullstellen von f, d.h. f(t) =
[1,.(t — z). Dann gilt: ist z € C unter den z;, dann ist auch Z (das komplex Konjugierte) unter den zy.

Beweis. Es gilt (die Gleichung * gilt wegen aj, € R!)
f(z) = Zak(f)k z Z@(E)k = Zakzk = f(z)=0=0,

also ist Z ebenfalls eine Nullstelle von f. O

Satz 2.29. Sei f(t) ein reelles normiertes Polynom vom Grad m > 1. Dann gibt es Zahlen r,s € N,
Aty biy . bs,cr,y o, co € Rsowie my, ... my, na, ... ng € N\{0} derart, dass >; _, my+2>,_ ng =
n, b2 —4c, < 0 und (vor allem!)

s S

f(t) = H(t - ak)mk H(t2 — bt + Ck)nk.
k=1

k=1

Beweis. Das reelle Polynom f kénnen wir auch auffassen als ein (besonderes) komplexes Polynom. Laut
Folgerung 2.9 zerfillt das Polynom f dann als Produkt der Form f(t) = [ _, (¢t — 2;) mit geeigneten 2 € C.

Wir bezeichnen diejenigen Nullstellen zj, die in R liegen, mit aq, ..., a,. Laut Lemma 2.28 tauchen die
iibrigen Nullstellen in Paaren auf, d.h. fiir jede echt komplexe (d.h. nicht in R liegende) Nullstelle z ist auch
Z eine Nullstelle. Fiir eine derartige Nullstelle ist

qit) = (t—2)t—2)=t*— (2 +2)t + 27

b =:c
ein reelles(!) Polynom. Es gilt dann b* — 4c < 0, denn sonst hitte(!) ¢(t) eine reelle Nullstelle. O

Bemerkung 2.30. Analog zu Folgerung 2.9 gilt zusétzlich folgendes: diese Darstellung ist bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren eindeutig, d.h. wenn

’
T

S/

£ =T [ =a)m [T =t = )
k=1 k=1

mit aj,... etc. mit den gleichen Bedingungen wie eben, so gilt » = 7/, s = s’ und fiir eine geeignete

Permutation p : {1,...,7} — {1,...,7'(= r)} sowie o : {1,...,s} — {1,...,5'(= s)} gilt a;(k) = ag,

n;)(k) = ny, b;(k) = by, usw. Der Beweis verlauft dhnlich zu der in Folgerung 2.9.

Eine weitere Vorbereitung fiir den Beweis von Theorem 2.27 ist folgende Aussage:

Lemma 2.31. Sei K o R eine endliche Koérpererweiterung und v € K\R. Dann gibt es b, c € R mit
v =bv +c.

Beweis. Genau wie im Beweis von Theorem 2.11 (ersetze im ersten Schritt dort C durch R) sieht man,
dass es ein reelles Polynom f(t) gibt, so dass f(v) = 0 gilt. Betrachte eine Faktorisierung von f als Produkt
linearer und quadratischer Polynome wie in Satz 2.29: f(t) = [[(t — ax)™ [[(#* — bit — cx)™*. Da f(v) = 0,
muss einer der Faktoren v — ay, bzw. v — byv — ¢, gleich 0 sein: in einem Kérper (so wie K) ist ein Produkt
[Ti; A genau dann 0 (mit \; € K), wenn (wenigstens) eins der ); = 0 ist (Ubungsaufgabe 2.14).

Da v ¢ R und a; € R, ist es nicht moglich, dass v — ax = 0. Es tritt also der andere Fall ein, d.h. v ist
Nullstelle eines reellen quadratischen Polynoms. Dies zeigt die Behauptung. O
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Nun beweisen wir Theorem 2.27.

Beweis. Sei V. = R + Ruv der R-Untervektorraum (in K), der von 1 und v erzeugt wird. Laut Lemma 2.31
gibt es b, c € R mit v? = bv + c. Setze d := g. Fiir zwei beliebige Elemente x1 + y1v, T2 + yov € V gilt:

(1 + y1v) (22 + y2v) = (122 + Y1y2¢) + (T1Y2 + Y172 + Y1y2b)v.

Dies liegt wieder in V' (1). Also ist V', versehen mit der Multiplikation von K, eine (kommutative, assoziative)
Algebra.

Setze w := v — d. Dies liegt (in V aber) nicht in R, denn sonst wire v € R. Dann gilt w? = r, wobei
r:=c+ d? € R. Dann ist r < 0: andernfalls wire /r € R und demnach v = £/r € R. Wegen r < 0 gibt es
also s € R mit s = —%. Setzen wir schlieflich u := sw € K\R, so erhalten wir

u? = —1.

Die Abbildung
p:CoVr+iy—ax+wy

ist ein Algebren-Homomorphismus: dies priift(!) man durch direktes Nachrechnen mittels u?> = —1 nach.
Nach Konstruktion ist ¢ surjektiv und damit, laut Lemma 2.25, ein Isomorphismus.

Wir zeigen nun K = V: wir haben einen Algebrenisomorphismus ¢ : C S V und sein Inverses ¢~
V 5 C. Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist es auch V: sei f(t) = Yaxgt® € V[t] ein Polynom mit
Koeffizienten in V. Bezeichne mit ¢~ 1(f)(t) := D¢ '(ax)t* € C[t]. Es hat eine Nullstelle z € C und es
gilt also 1 (f)(t) = (t — 2)g(t) mit einem geeigneten Polynom g = > byt* € C[t]. Hieraus folgt, da ¢ ein
Algebren-Homomorphismus ist: f(t) = (¢ 1(f))(t) = (t — ©(2))e(9)(t), wobei ¢(g) := . p(by)tk. Also hat
f die Nullstelle ¢(z), d.h. V ist algebraisch abgeschlossen.

Laut Folgerung 2.16 hat V also keine nicht-trivialen endlichen Erweiterungen, d.h. es gilt K = V. O

1.

Bemerkung 2.32. Der Korperisomorphismus im zweiten Fall ist nicht eindeutig, denn gegeben einen sol-
chen Isomorphismus ¢ : C — K ist auch @ : z — ¢(Z) ein Isomorphismus. (Hierbei benutzen wir die
allgemeine Tatsache(!) , dass die Komposition zweier Homomorphismen wieder ein Homomorphismus ist. )
Es gilt ¢(z) = ¢(Z) genau dann, wenn z = z, d.h. wenn z € R. Insbesondere gilt ¢ # .

Es lésst sich leicht aus Ubungsaufgabe 2.6 folgern, dass (fiir einen gegebenen Isomorphismus ¢) die beiden
Abbildungen ¢, % die beiden einzigen Isomorphismen sind.

2.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.1. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Zeige mittels der in §2.1 wiederholten Eigenschaften,
dass die Abbildung

St — st
z 2"

surjektiv ist.
Man bezeichnet die Menge {z € C, 2" = 1} als die n-ten Einheitswurzeln. Wie viele Elemente hat diese
Menge? Skizziere sie!

Ubungsaufgabe 2.2. Sei K ein Korper. Sei
K[t] := {p(t) Polynom mit Koeffizienten in K}.

Wir versehen diese Menge mit der aus der Schule bekannten Addition und Multiplikation, d.h. fiir p(t) =
aot® + art + - + a,t™ und q(t) = bot® + byt + -+ + b, t™ = 0 ist

p+q:=(ap +bo)t° + (ay + by)th + - + (ay + bp)t"*
wobei k := max(n, m) und wir interpretieren ay := 0 fir k£ > n (bzw. by := 0 fiir k > m).
p-q:= agbot’ + (a1bo + agh )t + - - + apby, t" ™.

(Der Koeffizient bei t* ist gegeben durch Zf:o aibi_i.)


https://wwu.zoom.us/rec/share/A1dNUPYnthgLJsc6FAk-RIE4GwyWtwZRvxZqfi8s85vB2bNqtG-nG5OazrhAmauz.dZdKFlzr3Kd6F0Gn?startTime=1606892763000
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(1) Handelt es sich bei K[t] um einen Korper? Gib an, welche Korperaxiome erfiillt sind, und (ggf.) welche
nicht erfiillt sind.

Tipp: zeige deg(fg) = deg f + degg.
(2) Welche Dimension hat Kt] als K-Vektorraum?

Ubungsaufgabe 2.3. Gib die Faktorisierung von f (t) = t* — 1 als Produkt komplexer Linearfaktoren und
als Produkt von reellen Polynomen vom Grad < 2 (Satz 2.29) an.

Ubungsaufgabe 2.4. Ist die Determinante bzw. Spur
det, tr : Mat, x,(R) > R
ein Algebren-Homomorphismus?

Ubungsaufgabe 2.5. Sei K ein Kérper und f(t), g(t) zwei Polynome mit Koeffizienten in K. Zeige: f(t)g(t) =
0 genau dann wenn f(t) oder g(t) = 0 ist.
Tipp: benutze Ubungsaufgabe 2.14.

Ubungsaufgabe 2.6. e Zeige, dass die einzigen Algebren-Homomorphismen
c5cC
die Identitdt und die komplexe Konjugation sind.

e Seien ¢ : E — F und ¢ : FF — G Homomorphismen zwischen drei Algebren. Zeige, dass auch die
Komposition ¢ o ¢ : E — G ein Algebrenhomomorphismus ist.

e Ist der Isomorphismsus K = C in Theorem 2.27 eindeutig?

Ubungsaufgabe 2.7. Sei K ein Korper. Zeige, dass es kein Element
re K

gibt mit der Eigenschaft, dass
z0=0rx =1

ist. Gib genau an, welche Axiome der Definition eines Koérpers in diesem Beweis verwendet wurden, und
welche nicht verwendet wurden.

Also: in einem Korper gibt es kein multiplikatives Inverses der 0. Insbesondere ist auch keine Division
durch 0 méglich (denn dieses multiplikative Inverse wiire ja © = %)

Ubungsaufgabe 2.8. Zeige, dass es keine Teilmenge
c'ccC
gibt, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:
e Fiir jedes z € C gilt genau eine der folgenden drei Aussagen: a) z€ C>% b) —2e€ C>% ¢) z = 0.
o Fir w,ze C>0 gilt w + z,wz € C>Y.

Wihle zwei Teilmengen C7,Cy < C und erkldre / illustriere, welche der obigen Bedingungen fiir die
gewihlten Teilmengen nicht erfiillt sind.
Inwiefern ist die obige Aussage ein Unterschied zu den reellen Zahlen?



20 KAPITEL 2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Ubungsaufgabe 2.9. In der folgenden Aufgabe fassen wir, wie iiblich, C als die Zahlenebene R? auf. Sei
A c C das Dreieck mit den Ecken z1, 22,23 € C. Zeige, dass der Flicheninhalt dieses Dreiecks mit dem
Betrag des folgenden Ausdrucks iibereinstimmt

1 z1 z1 1
— | 22 Zo 1
4 _
z3 zZ3 1
Hierbei bezeichnet |...| die Determinante der angegebenen komplexen 3 x 3-Matrix.

Tipp: sei 2, = (2, yx) € R%. Zeige zunichst eine #hnliche Formel fiir die Fliche in Termen einer Matrix
deren Eintrége die x, yx und 1 sind.

Ubungsaufgabe 2.10. Das Zentrum einer assoziativen Algebra A ist definiert als
Z(A) :={x € A zy = yx fir alle y € A}.
Zeige:
e R c Z(A). (Wie iiblich ist mit R hier genauer die Teilmenge R -1 := {\-1|]A € R} ¢ A gemeint.)
e Z(A) ist, versehen mit der Addition und Multiplikation aus A, eine kommutative Algebra.
e Z(A) = A genau dann, wenn A kommutativ ist.

e Z(Mat,x,(R)) besteht genau aus den Diagonalmatrizen, deren Eintrige alle gleich sind. (Also in der
obigen Schreibweise Z(Mat,x»(R)) = R -1 = R.) Zeige dies durch Wahl einiger geeigneter Elemente
y in der obigen Definition des Zentrums.

Ubungsaufgabe 2.11. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Gib eine kommutative, assoziative Algebra V an,
deren Dimension (als R-Vektorraum) n ist. )
Tipp: orientiere dich an der Algebra der dualen Zahlen (Ubungsaufgabe 2.18).

Ubungsaufgabe 2.12. Sei K ein Korper. Seien f, g, h € K[t] Polynome mit Koeffizienten in K. Wir sagen
“g teilt f7 (Schreibweise g|f), wenn es ein Polynom h gibt mit

g-h=f

Wir nennen nicht-konstantes Polynom f ein irreduzibles Polynom, wenn fiir alle ¢ € K[t] mit g|f gilt:
degg =1 oder degg = deg f.

(1) Zeige: fiir K = C ist ein nicht-konstantes Polynom genau dann irreduzibel, wenn es linear ist, d.h.
f(t) = ait + aop.

(2) Zeige: fiir K = R ist ein nicht-konstantes Polynom genau dann irreduzibel, wenn es entweder linear ist,
oder wenn es quadratisch ist, aber keine reelle Nullstelle hat.

(3) Betrachte K = Q. Ist f(t) = t? — 2 irreduzibel?

(4) Zeige: haben zwei Polynome f,g € K|[t] keinen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler, dann gibt es
Polynome r, s € K[t] mit fr + gs = 1.

(5) Folgere aus (4): Sei f irreduzibel sowie g, h € K[t] beliebig. Zeige: aus f|(gh) folgt entweder f|g oder
flh.

(6) Zeige: jedes nicht-konstante Polynom f € K[t] lidsst sich schreiben als

f = 1_[ 9k
k=1

wobei g1, ..., g, € K[t] irreduzible Polynome sind.
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2.5 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 2.13. Wie lautet die Definition eines Korpers? Gib wenigstens drei Beispiele eines Korpers
an. Erldutere jeweils kurz, weshalb die Koérperaxiome in diesen Beispielen gelten. Erklire ferner, weshalb N
(natiirliche Zahlen), Z, R\{0} (jeweils mit den iiblichen Rechenoperationen) keine Kérper sind.

Ubungsaufgabe 2.14. Sei K ein Koérper und z,y € K. Zeige (allein unter Benutzung der Axiome in der
Definition eines Kérpers): zy = 0 genau dann wenn « = 0 oder y = 0. Benenne explizit, welche Kérperaxiome
in diesem Beweis benutzt werden, und welche nicht benutzt werden.

Tllustriere diese Tatsache geometrisch am Beispiel von K = C.

Ubungsaufgabe 2.15. Sei K ein Korper, V, W seien K-Vektorraume. Erklire den Begriff einer Basis von
V.

Sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Seien wy,...,w, € W beliebig. Zeige: es gibt genau eine R-lineare
Abbildung f: V - W mit f(vg) = wg. Wie sieht diese Abbildung f aus?

Erldutere, inwieweit die Aussage falsch ist, wenn die vy lediglich linear unabhingig, bzw. lediglich ein
Erzeugendensystem bilden.

Ubungsaufgabe 2.16. Sei V eine assoziative Algebra und z € V. Wir definieren

20 =1
und induktiv, fir n > 1:
" =g !
Beispielsweise ist also 23 = x(x2).
Zeige: fir n,m € N gilt
™ = "t

Gib genau an, auf welche Tripel von Elementen die Assoziativitit der Algebra angewendet wurde (d.h. mit
welchen Elemente a,b,c € V die Gleichheit a(bc) = (ab)c benutzt wurde).

Ubungsaufgabe 2.17. Sei R[t] die Algebra der reellen Polynome. Zeige, dass fiir eine beliebige Algebra A
die Abbildung
Hom(R[t],A) — A, f — f(t)

eine Bijektion (bzw. sogar ein R-Vektorraumisomorphismus) ist. Hierbei bezeichnet Hom die Menge der
Algebrenhomomorphismen.

Ubungsaufgabe 2.18. Die Algebra der dualen Zahlen ist folgendermaBen definiert: als Vektorraum ist
es der 2-dimensionale Vektorraum V := R2. Wir wihlen die Notation e := (1,0), = := (0,1) € V. Die
Multiplikation ist die eindeutige R-bilineare Abbildung, die folgende Regeln erfiillt:

ece=ee-r=x-e=x,x-xr=0.

Gib eine explizite Formel fiir die Multiplikation beliebiger Elemente in V' an.

Bestimme die Nullteiler in V.

e Gib einen surjektiven Algebrenhomomorphismus R[t] — V an.

Zusatz: formuliere und beweise eine Aussage wie in Ubungsaufgabe 2.17 fiir Hom(V, A).

Ubungsaufgabe 2.19. Sei a € C sowie f(t) := t" — a. Wie viele Losungen (mit z € C) hat die Gleichung

f(z) =07

Skizziere die Losungsmenge fiir einige ausgewéhlte Paare (n,a).
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Ubungsaufgabe 2.20. Fiir eine komplexe Zahl w € C bezeichnen wir mit L., den Strahl, der von 0 durch
w verlauft. Wir bezeichnen mit
argw € [0, 27)

den Winkel zwischen L; (d.h. der positiven z-Achse) und dem Strahl L,,.
e Gib arg(i), arg(+1 + 1) und arg(e>™*/™) (fiir k,n € Z, n # 0) an.

e Seien 21,29 € C und beide # 0. Wir bezeichnen mit Z(z1,0, 22) den Winkel gegen den Uhrzeigersinn
zwischen den Strahlen L., und L,,. Zeige

£(21,0,29) = argz—Q.
Z1
Berechne und skizziere dies fiir folgende Werte von (z1, 22): (1 +14,1 — ), (1,4), (4,1).
e Formuliere und begriinde eine &hnliche Aussage fiir den Winkel zwischen zwei Geraden.

Ubungsaufgabe 2.21. Wir betrachten die Abbildung

()i C[t] - CIH, (1) = 3 axth — f(1) = . apht*L.
k=1

k=0
e Handelt es sich bei dieser Abbildung um einen Algebren-Homomorphismus?

e Sei

FO =T — =)
k=1

die Faktorisierung in lineare Faktoren. Bestimme f’(¢) in Termen der zj.

e Sei z € C eine Nullstelle von f. Dann ist f(t)/(t — zx) ebenfalls wieder ein Polynom. Wir nennen zj
eine mehrfache Nullstelle von f, wenn zp ebenfalls eine Nullstelle von f(t)/(t — z) ist.
Sei nun z € C beliebig. Zeige: z ist genau dann eine mehrfache Nullstelle von f, wenn f(z) = 0 und

f(z) = 0 gilt.

Ubungsaufgabe 2.22. Sein > 1 und B die Menge der reellen, oberen n x n-Dreiecksmatrizen. Wir versehen
B mit der iiblichen Matrix-Multiplikation Handelt es sich bei B um eine Algebra? Ist sie kommutativ? Ist
sie assoziativ?

Ubungsaufgabe 2.23. Sei V eine assoziative Algebra mit dimg V = 2.
(1) Zeige, dass V automatisch kommutativ ist.

(2) Zeige dass genau einer der beiden folgenden Félle eintritt:

e Es gibt einen Algebren-Isomorphismus V =~ C.

e Es gibt einen Algebren-Isomorphismus V' =~ W, wobei W hier die Algebra der dualen Zahlen
bezeichnet.

e Es gibt einen Algebren-Isomorphismus V' =~ R x R. Hierbei bezeichnet R x R die Algebra, deren
Multiplikation durch (x1,x2) - (y1,y2) := (1y1, T2y2) definiert ist.

Eine derart iibersichtliche Klassifikation fiir assoziative Algebren gibt es in héheren Dimensionen nicht,
wie man an der nicht kommutativen (jedoch assoziativen) 3-dimensionalen Algebra

a b
B:—{( 0 d )a,b,deR}

sieht.
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Ubungsaufgabe 2.24. Sei V die Algebra der dualen Zahlen (siche Ubungsaufgabe 2.18). Seien

sowie

die Algebren, deren Multiplikation die iibliche Matrizenmultiplikation ist. Bestéitige zunéichst, dass es sich
bei D und F in der Tat um Algebren handelt.
Zu welcher der Algebren in Prisenzaufgabe 2 sind D und E isomorph?

Ubungsaufgabe 2.25. Sei f: V — W ein Algebren-Isomorphismus von assoziativen Algebren. Die folgen-
den Aussagen lassen sich so umschreiben: eine Algebren-Eigenschaft von V' (oder eines Elements v € V') ist
gleichbedeutend mit der entsprechenden Eigenschaft von W (bzw. von f(v) € W).

Zeige einige der folgenden Aussagen. Stelle hierbei jeweils klar heraus, wo bzw. ob benutzt wurde, dass
f a) ein Algebren-Homomorphismus, b) injektiv, ¢) surjektiv ist.

e v hat ein multiplikatives Inverses genau dann wenn f(v) ein multiplikatives Inverses hat.
e V ist ein (Schief-)korper genau dann wenn W ein (Schief-)kdrper ist.

e v ist Nullteiler in V' genau dann, wenn f(v) Nullteiler in W ist.
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Kapitel 3

Die Quaternionen

Theorem 2.11 und seine Folgerung Theorem 2.27 sagen uns: fordern wir fiir ein “Zahlensystem” K folgende
Eigenschaften:

e es enthilt die reellen Zahlen, ist aber nicht wesentlich gréfier, d.h.

dimg K < o,

e es erfiillt die “liblichen” Rechenregeln, d.h. es handelt sich um einen Korper

so gibt es aufler den reellen und komplexen Zahlen keine weiteren Moglichkeiten.

Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung werden wir die Bedingungen an ein Zahlensystem abschwéichen
und untersuchen, wie Zahlensysteme mit schwécheren Eigenschaften aussehen kénnen. Die erste Aussage in
dieser Richtung ist Theorem 3.30: wenn wir zulassen, dass die Multiplikation nicht notwendig das Kommu-
tativititsgesetz

ab = ba

erfiillt, und ansonsten alle Forderungen in der obigen Liste aufrecht erhalten, erhalten wir noch genau ein
weiteres neues Zahlensystem, die Quaternionen.

3.1 Definition und grundlegende Rechenregeln
Die Definition der Quaternionen ist eine Abwandlung einer moglichen Definition der komplexen Zahlen. Zur
Erinnerung: Matoyo(K) bezeichnet die Algebra der 2 x 2-Matrizen mit Eintrégen in einem Korper K. Es ist
eine assoziative, jedoch nicht kommutative Algebra.
Lemma 3.1. Sei C € Matayo(R) die Teilmenge der Matrizen der Form

a —b

b a
mit a,b € R. Diese Teilmenge (versehen mit der iiblichen Matrizenmultiplikation) ist eine Algebra und die
Abbildung

% c,

C
<Z _ab>'—>a+ib

ist ein Algebren-Isomorphismus.

25
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Beweis. Es handelt sich bei C um eine Algebra, da Produkte und R-Linearkombinationen von Matrizen der
obigen Form wieder diese Form haben. Dies ist sofort(!) klar fiir R-Linearkombinationen. Fiir Produkte ist
es eine explizite kleine Rechnung:

a —b c —d\ ([ ac—bd —ad—bc cc
b a d ¢ "\ bc+ad ac—bd ’
Es handelt sich bei ¢ um einen Algebren-Homomorphismus, denn
a —b c —d . .
g0<< b oa )> go(( d e >> = (a +ib)(c+id)
= (ac — bd) + i(ad + bc)
_ o ac—bd —ad—be )
PN\ betad ac—bd
a —b c —d
—cp(( b a )(d c >)
Die Abbildung ¢ ist offensichtlich bijektiv und damit (Bemerkung 2.24) ein Isomorphismus. O

Diesen Zugang zu den komplexen Zahlen nutzen wir nun, etwas abgewandelt, um die Quaternionen zu
konstruieren:

Definition und Lemma 3.2. Sei
Hc Matgxg(C)

(¥ %)

(wie iiblich bezeichnet Z das komplex Konjugierte von z.) Diese Teilmenge, versehen mit der iiblichen
Matrizen-Multiplikation bildet eine assoziative Algebra, die sog. Algebra der Quaternionen.

die Teilmenge der Matrizen der Form

Beweis. Wiederum mit einer kleinen Rechnung, dhnlich wie oben (und zusétzlich Zw = Z w) priift man nach,
dass Produkte von Quaternionen wieder Quaternionen sind. R-Linearkombinationen von Quaternionen sind
Quaternionen. Die Multiplikation in Matayo(C) ist assoziativ, folglich auch die Multiplikation in H. O

Die Quaternionen enthalten die komplexen Zahlen: genauer ist die Abbildung

z 0
C—>H,z'—><0 z)

ein injektiver Algebren-Homomorphismus(!) . Insbesondere sind die Zahlen 1,7 € C auf natiirliche Weise
Quaternionen, d.h. aufgefasst als die Matrizen

(1) (%)
(0 ) ()

1,i,j,ke H

bilden offensichtlich eine Basis von H als R-Vektorraum. Es gilt also dimg H = 4. )
Die Multiplikation in H ist nicht kommutativ, d.h. H ist keine kommutative Algebra (Ubungsaufgabe 3.1),
es gilt ndmlich

Wir bezeichnen noch

Die Elemente

ij =k, ji = —k.

Wie wir bald sehen werden hat die Nicht-Kommutativitat hat einige bemerkenswerte Folgerungen, die z.B. im
krassen Gegensatz zu den iiblichen Eigenschaften von komplexen Polynomen stehen. Zunéchst einige weitere
Grundbegriffe:
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Definition und Lemma 3.3. Der Realteil, Imagindrteil, Konjugation, Skalarprodukt, Norm, Determinan-
te und Spur sind die Abbildungen

R:H - R,a+ib+jetkde a,

H — H,a+ib+ je+ kd — ib + je + kd,

:H—->H,z — Rr — Sz,

(—,—y HxH->R,(z=a+ib+jc+kd 2 =d +ib +jc +kd) — {(x,2") = R(zz’) = ad’ + bV + ' +dd’,
|~ :H->R* ¢~ 0.0

det:H >R,z = (f wZ>~><a:7ac>—ww+z,Z—Iw|2+|Z|2

ol &R

tr:H—»R,(w _Z>'—>w+w=2%(w).
zZ W

Das Skalarprodukt ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform (wobei H als R-Vektorraum aufgefasst
wird).
Die Norm erfiillt die Regeln fiir alle z,y € H
z| = [a], [zy| = |2|ly|- (3.4)

Die zweite Formel heifit Produktregel.
Jedes Quaternion z € H erfiillt eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten in R, ndmlich

2? —tre -z +detx = 0. (3.5)

Beweis. Die Aussage iiber das Skalarprodukt ist bekannt aus der linearen Algebra, wo man allgemeiner zeigt,
dass (e; € R™ ist der Standardbasisvektor)

(—,—>:R"xR" > R, (2”3 a;e;, z”: aie;) — Eaiag
i=1 i=1

ein positiv definites Skalarprodukt ist. Wir nutzen hier den Fall n = 4. Wegen der Positiv-Definitheit ist |g|
in der Tat wohldefiniert.
Im Beweis der Produktformel benutzen wir die Formel

sieche Ubungsaufgabe 3.1 (beachte die Reihenfolge der Faktoren!).
Hieraus folgt (fir = € H):

(x,x) :=RN(2T) = %(xf—&- TT) = %(xf—l—ﬁ) = 1T,

d.h. 2z € R c H.
Beachte: hieraus und aus der Symmetrie der Bilinearform (—, —) folgt:

2T =Tx = {x,x).
Es gilt daher
lzyl*1 = (ay,xy)l = (@7y)(ay) = Y(T2)y = {2, 2)gy = (v, 2)y,y) = [2|*|y[*1.

Da die Abbildung R — H, X — Al ein injektiver Algebren-Homomorphismus ist, folgt |xy|? = |x|?|y|?> und
damit (beachte, dass |z| = 0 etc.) die Behauptung |zy| = |x||y|-

Die behauptete quadratische Gleichung ist ein Spezialfall des Satzes von Cayley-Hamilton. Zur Erinne-
rung: fiir A € Mat,,«,, (K), wobei K ein Korper ist, besagt dieser



10.12.20

®

28 KAPITEL 3. DIE QUATERNIONEN

wobei x4 € K[t] das charakteristische Polynom ist. Wir wenden dies auf K = C und n = 2 an. (In diesem
Fall kann man den Satz durch direktes Nachrechnen sofort bestiitigen(!) ) Es gilt x4 (t) = t? — trAt + det A4,
hieraus folgt Behauptung, da die obige Definition von det und tr gerade die Einschriankung der {iblichen
Determinante und Spur von komplexen 2 x 2-Matrizen ist. O

Folgerung 3.6. Die Quaternionen bilden einen Schiefkérper. Das multiplikative Inverse eines Elements
xr e H, z # 0 ist gegeben durch

1
-1 _
Beweis. In der Tat:
1 1 1 | |2 1
T —= T=—=2T=—=|z|° =

|| ||? ||

ER>0
und ebenso auch %fﬂ; =1. O

|z

3.2 Nullstellen von Polynomen innerhalb der Quaternionen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige bemerkenswerte Eigenschaften von Losungen von Polynomen
innerhalb der Quaternionen. Man sollte die folgende Aussage mit Folgerung 2.9 kontrastieren: ein komplexes
Polynom f(t) € C[¢] mit deg f = n hat hochstens n Nullstellen (und genau n wenn wir sie entsprechend
ihrer Vielfachheiten zéhlen).

Satz 3.7. Sei a € H. Das Polynom t" — a hat Nullstellen in jeder Ebene V' < H (d.h. jedem 2-dimensionalen
R-Untervektorraum), die 0, 1, und a enthilt.
Die Menge dieser Nullstellen, d.h. {x € H, 2" — a = 0}, ist endlich falls

e a =0 (und n beliebig). In diesem Fall ist 2z = 0 die einzige Nullstelle.
e n=1und ae R,a # 0. In diesem Fall ist z = a die einzige Nullstelle in H.

e n=2und a e R,a > 0. In diesem Fall sind die reellen Nullstellen dieses Polynoms auch gleichzeitig
die Nullstellen in H.

e Sa # 0 (und n beliebig). In diesem Fall hat das Polynom genau n Nullstellen.
Ansonsten ist die Menge dieser Nullstellen unendlich.
Bevor wir dies beweisen, fithren wir eine allgemeine Sprechweise ein:

Definition 3.8. Sei V' eine Algebra. Eine Teilmenge W < V heifit Unteralgebra von V, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

e W ist ein Untervektorraum von V/,
e lecW,

e fiir v,v' € W ist auch vv’ € W.

Beispiel 3.9. e Jede Unteralgebra W < V einer Algebra ist selbst wieder (nach Definition!) eine Alge-
bra.

e R ist eine Unteralgebra von C.
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e C, aufgefasst als die Menge der Quaternionen der Form

a+ib 0
( 0 aib)EH

ist ebenfalls eine Unteralgebra von H. Letzteres priift man durch eine explizite Rechnung (vgl. auch
Ubungsaufgabe 3.1) nach.

e Fiir jedes x € H sei A := (1, x) der von 1 und z erzeugte R-Untervektorraum. Dieser Untervektorraum
ist automatisch eine Unteralgebra. Hierzu geniigt es (wegen der R-Linearitdt der Multiplikation) zu
sehen, dass 22 € A gilt. Dies folgt aus (3.5).

U.a. um Unteralgebren der Quaternionen zu verstehen, ist folgendes Lemma niitzlich:

Lemma 3.10. Sei V eine assoziative Algebra mit n := dimgr V' < oo. Wir setzen voraus, dass V keine
Nullteiler hat (Definition 2.19). Dann hat jedes 2 € V', x 0 ein Inverses. Folglich ist V' ein Schiefkérper.
Falls iiberdies V' kommutativ ist, so ist V' ein Kérper und es besteht ein Algebren-Isomorphismus

V=R

oder
V ~C.

Beweis. Wir argumentieren wie im Beweis von Theorem 2.11: Die Elemente
1=2% 22223 .. . 2" eV

sind n+1 Elemente im R-Vektorraum V. Damit miissen sie R-linear abhéngig sein, d.h. es gibt ag, ..., a, € R,
nicht alle gleich 0, mit

aox’ + a1z + - + apz™ = 0.

Sei k = 0 der niedrigste Index so dass a; # 0, d.h. es gilt
apz® + -+ apa™ = (ag + -+ anx"_k)xk =0.

(Wir benutzen rechts die Assoziativitit von V in Form von z2"z° = 2"**, Ubungsaufgabe 2.16.) Da V keine
Nullteiler hat, folgt aus x # 0 auch z* # 0(!) , und damit aus der vorigen Gleichheit aj + - -- + a,2" % = 0.
Dies liefert

n—k—l) .

—a,;l(ak_ﬂ + -t apx z=1.

AuBlerdem gilt

nfkfl) nfk;fl) .

-1
x-ay (agg1 + -+ ane T,

= a;l(ak+1 + -t apx
denn ra = ax fiir a € R(!) und 22" = 2"*! = 2"z (s.0.). Dies zeigt, dass x ein multiplikatives Inverses hat.

Die Aussage im kommutativen Fall ist dann eine Wiederholung von Theorem 2.27. O

Eine weitere Vorbereitung betrifft die Frage, welche Unteralgebren von H isomorph zu den komplexen
Zahlen sind:

Lemma 3.11. Seien z,y € H. Dann sind dquivalent:
(1) Es gibt eine Teilalgebra A ¢ H (d.h. eine Teilmenge, mit 0,1 € A, so dass Produkte und Summen von

Elementen in A wieder in A liegen), mit z,y € A und einen Algebra-Isomorphismus A % C.
(2) 1,z,y sind R-linear abhingig.

(3) zy = yx.
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Beweis. (1) = (2): da dimg C = 2, sind die Elemente {p(1) = 1,pz, oy} R-linear abhingig. Da ¢ ein
R-linearer(!) Isomorphismus ist, sind auch {1,z,y} in A, und damit auch in H linear abhéngig.

(2) = (3):sei A-1+px+vy = 0 eine lineare Abhéngigkeit, d.h. A, u, v € R und nicht alle drei Koeflizienten
seien 0. Falls v # 0, so gilt also y = —% und damit

A+ px A+ zux Ar + pr?
x =— =— = yx.
v v v

Ty = —

Analog zeigt man dies fiir p # 0. Falls y = v = 0 gilt, so folgt A-1 = 0, hieraus A = 0, im Widerspruch dazu,
dass nicht alle drei Koeffizienten 0 sind.

(3) = (1): Sei B := {a + bx + ¢y + dzyla,b,c,d € R} € H. Dann ist B eine Unteralgebra. Um dies zu
sehen, geniigt es zu priifen, dass die Produkte der vier Erzeuger {1, z,y, zy} jeweils wieder in B liegen: Es
gilt yz = 2y € B nach Voraussetzung (3). Wegen (3.5) (und (zy)? = 2%y?, wegen (3))) gilt 22, v, (vy)? € B.
Ebenfalls aus (3.5) folgt 2%y € {(1,2)y < B und ebenso sicht man auch yzry = ryy = ry? € B. Ebenfalls
aus diesen Berechnungen folgt, dass B kommutativ ist. Als Unteralgebra von H ist B assoziativ und hat
keine Nullteiler. Natiirlich gilt dimg B < dimg H = 4 < o0, d.h. wir erhalten aus Lemma 3.10 entweder
einen (Algebren-)Isomorphismus B = R oder B =~ C. Im zweiten Fall sind wir direkt fertig, d.h. A := B.
Im ersten Fall gilt also x,y € R, und wir kénnen ein beliebiges Element z € H\B wéhlen und die Algebra
A := {a + bz|a,b € R} erfiillt dann die Behauptung. O

Beweis. (von Satz 3.7). Laut Beispiel 3.9 ist eine solche Ebene V' automatisch eine Unteralgebra. Laut
Lemma 3.11 gibt es einen Algebren-Isomorphismus

<p:ViC.

Sei b := ¢(a) € C. Das Polynom ¢" — b hat n komplexe Nullstellen z1,...,z, (falls b # 0 sind diese alle

verschieden, ansonsten ist 0 eine n-fache Nullstelle). Damit sind ¢~!(2;) € V < H Nullstellen des Polynoms

t" —a, d.h. (o (z))" —a = 0.

(1) Falls a = 0 so folgt aus der Produktformel: fiir eine Nullstelle z gilt 0 = |z™| = |z|™, damit |z| = 0 und
damit z = 0. In diesem Fall gibt es also nur die Nullstelle = 0.

(2) Falls Sa = 0, d.h. a € R < H, aber a # 0. Es gibt dann unendlich viele verschiedene Ebenen V', die 0,
1 und a enthalten. Falls n > 2 und a # 0 oder falls n = 2 und a < 0 so enthélt jede dieser Ebenen eine
Nullstelle, die nicht in R(c V) liegt. Damit erhalten wir dann unendlich viele Nullstellen. Hierzu nutzen
wir nochmals den Isomorphismus ¢; beachte, dass ¢|r = id. In der obigen Notation gilt insbesondere
b = a. Die Nullstellen von " —a, die in C\R liegen, sind via ¢ in Bijektion zu den Nullstellen von " —a,
die in V\R liegen. Ersteres Polynom hat fiir n > 2 (und a # 0) oder fiir n = 2 und a < 0 Nullstellen in
C\R.

(3) Firn =1 (und a € R, a # 0 beliebig) oder n = 2 (und a € R, a > 0) hat das Polynom nur reelle
Nullstellen: sei x € H eine Nullstelle. Es gibt eine zu C isomorphe Unteralgebra V < H, die x enthalt
(Lemma 3.11). Die Nullstellen von t" —a in V' (diese enthalten insbesondere x) sind in Bijektion zu den
Nullstellen von t" — ¢ in C. Hier hat das Polynom (unter den genannten Bedingungen an n und a) aber
nur Nullstellen in R. Damit sind die Nullstellen in H automatisch reell.

(4) Sei nun Sa # 0 und x € H eine Nullstelle, d.h. 2™ = a. Sei A = (1,a) € H. Wir werden zeigen:
ze A (3.12)

Dies liefert die Behauptung, denn dimg A = 2 (wegen a ¢ R). Damit gibt es einen Algebren-Isomorphismus]
¢ : A S C. Das Polynom " — ¢(a) hat genau n Nullstellen in C, damit hat t* — a ebenfalls genau
n Nullstellen in A (und damit wegen der Behauptung auch in H). Um (3.12) zu sehen, betrachte die
Unteralgebra B := (1,z) < H. Falls € R ist (3.12) klar. Ansonsten ist B ebenfalls eine 2-dimensionale
Unter-Algebra. Wegen a = 2™ € B (da B Unteralgebral) gilt A ¢ B und damit aus Dimensionsgriinden
A=DB,dh ze€ A O
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Wir beenden dieses Thema mit der Erwihnung des “Fundamentalsatzes der Algebra” fiir Quaternionen.
Wir werden den Satz nicht beweisen, da dies tieferliegende Methoden z.B. aus der algebraischen Topologie
erfordert. Zur Formulierung: wir nennen ein Monom einen Ausdruck der Form

art™ast™as...at""ary 1,

wobei die ar € H\{0}. Der Grad eines solchen Monoms ist definiert als n := Y ng. Ein Polynom mit
Koeffizienten in H ist definiert als eine endliche Summe von Monomen.

Theorem 3.13. Sei p(t) ein Polynom mit Koeffizienten in H. Wir nehmen an p = m + ¢, wobei m ein
Monom (im Gegensatz zu einem Polynom) vom Grad n > 0 und ¢ ein Polynom vom Grad < n ist. Dann
hat p eine Nullstelle (in H).

Bemerkung 3.14. Die Voraussetzung, dass im Grad n nur ein Monom (und kein Polynom) auftaucht, ist
notwendig. Z.B. hat p(t) =it — ti + 1 keine Nullstelle in H (vgl. 77).

3.3 Geometrische Eigenschaften

Definition 3.15. Die n-Sphdre ist

n+1

S = {(mla"'aanrl) € RnJrlv 2 (Ei = 1}
k=1

Fiir n = 0 ist S° = {£1} (versehen mit der Multiplikation) eine Gruppe. Die wichtige Rolle der
St={zeC,|z| =1}

im Kontext der Geometrie der komplexen Zahlen haben wir in §2, beispielsweise beim Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra (Theorem 2.6, Ubungsaufgabe 2.1) kennen gelernt.
Fiir die Geometrie der Quaternionen iibernimmt S? eine dhnlich wichtige Rolle, wegen

S3 ={reH,|z| =1}

Insbesondere zeigen diese beiden Identifikationen (sowie die Produktformel (3.4)), dass S* und S* Gruppen
sind, d.h. fiir n = 1,3 gibt es eine Multiplikationsabbildung

S™ x S™ = S, (3.16)

so dass die Gruppenaxiome (Existenz eines neutralen Elements, Existenz von Inversen, Assoziativitit der
Multiplikation) gelten. Uberdies ist diese Multiplikationsabbildung stetig (sogar differenzierbar). Dieses Mu-
ster setzt sich jedoch nicht fort: ein tiefliegender Satz von Adams [Adams:Non-existence] besagt, dass
SY = {£1}, S! und S? unter den Sphiiren S™ die einzigen Gruppen sind, deren Multiplikation stetig ist.
Ein Beweis dieser Aussage ist weit jenseits unserer Reichweite in dieser Vorlesung. Unser Ziel in diesem Ab-
schnitt ist es, die geometrischen Eigenschaften der Quaternionen in Bezug auf Drehungen im Raum genauer
zu verstehen.

Aus der linearen Algebra bekannt sind die folgenden Gruppen. Fiir uns interessant sind im folgenden vor
allem SU(2) und O(3).

Definition 3.17. Die folgenden Gruppen heiflen orthogonale Gruppe, spezielle orthogonale Gruppe, unitire
Gruppe sowie spezielle unitire Gruppe:

O(n) := {A € Mat, «,(R), AAT =id},
SO(n) :={A e O(n),det A = 1},

U(n) := {A € Mat,xn(C), AA' =id},
SU(n) := {AeU(n),det A = 1}.

(Hierbei bezeichnet A die Matrix, die aus element-weisem Konjugieren entsteht und 7 bezeichnet die trans-
ponierte Matrix; id bezeichnet die n x n-Identititsmatrix.)

16.12.20
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In niedrigen Dimensionen kann man die Elemente von SO(n) und O(n) laut Ubungsaufgabe 3.8 explizit
wie folgt beschreiben:
SO(2) = {Ra = ( cosar s >aeR}.
sina  cosa
Linksmultiplikation mit einer solchen Matrix liefert eine Abbildung
R? > R?%z+— R, -,

die durch Drehung (gegen den Uhrzeigersinn) um den Winkel « gegeben ist. Drehungen (um den Ursprung) in
R? werden durch Elemente von S gegeben, wobei die Komposition zweier Drehungen gerade der (komplexen)
Multiplikation von Elementen in S! entspricht.

Lemma 3.18. Die Abbildung

Sz Rz

ist ein Gruppenisomorphismus von abelschen Gruppen. (Hierbei ist die Gruppenoperation in S die Multi-
plikation, die in SO(2) die Matrix-Multiplikation.)

_Cx
<p:Sl—>SO(2),z*—><§RZ JZ)

Der Beweis dieses Lemmas ist eine Ubungsaufgabe (Ubungsaufgabe 3.8). Er orientiert sich am Beweis
der folgenden Aussage:

Lemma 3.19. Die beiden folgenden Teilmengen von Matgyo(C) stimmen iiberein:
SU(2) = {xr e H,detz = 1}.

Vermége der iiblichen Identifikation R* ~ H (gegeben durch e; — 1, es — 4, e3 — j, e4 — k) besteht
auflerdem eine Gleichheit
S% = {reH,detx = 1}.

b

Beweis. Zunichst zur ersten Gleichheit: “C”: fiir A = ( ch d

) € SU(2) gilt (wegen AA = id) A=t =

A= ( % 2 ) Andererseits gilt fiir jede 2 x 2-Matrix mit Determinante 1: A=! = ( _dc ;b ), also
d=7a,c=—b dh A= ( “ b>eH.
-b @

“2”: umgekehrt, fiir eine solche Matrix A priift man(!) durch explizites Nachrechnen
AA" = det A-id.

Hieraus folgt die umgekehrte Inklusion “2”.

Zur zweiten Behauptung: nach Definition gilt fiir z = < ;U ; sdetr = ww + 27 = |w|? + |2]?,
wobei hier | — | der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist. Mittels des obigen Standard-Isomorphismus

R £ H iibersetzt sich dies gerade in det(z) = Zi=1 x2, wobei w = z1 + iz, 2 = x3 + izy. Es gilt also

|z|? = Zi:l 22 = det z, d.h. wir erhalten die zweite Behauptung. O

Definition 3.20. Fiir z € H, x # 0 bezeichnen wir die folgende Abbildung als Konjugation:

SH "3 SH,
1
1 _
u TUr = —ITUr
- =

(Beachte, dass die Abbildung in der Tat Werte in SH annimmt, denn es gilt
R(z(ur™) = R((uz™H)z) = R(u),

wobei wir die Tatsache
R(zy) = <(z,y) = {y,z) = R(yz) (3.21)

fiir x, y € H benutzt haben, siche den Beweis von Definition und Lemma 3.3.)
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Wir werden i.d.R. die iiblichen Identifikationen
R’~QH,R*~H
vornehmen. Auf diese Weise werden wir h, auch als Abbildung
h. : R® —> R?

bzw. auch als reelle 3 x 3-Matrix ansehen.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist das folgende Theorem. Hierbei ist die Gruppenstruktur auf S durch 13.1.21
die Multiplikation von Quaternionen gegeben (siehe (3.16)) und S® x S3 wird zu einer Gruppe durch kom- @
ponentenweise Multiplikation, d.h.

(21, 22) (w1, ws) := (21w1, 22w3).
Theorem 3.22. Die Abbildungen

SU(2) = 5% % S0(3),

x> (hy : SH 3t 2tz = 2tT € SH)

SU(2) x SU(2) = 5% x S® % SO(4),
(z,y) — (H>at— xty € H)

sind surjektive Gruppenhomomorphismen. Die Kerne haben jeweils zwei Elemente, ndmlich

kerp = {+1n}

kert) = {+(1g,11)}. (3.23)

Hierbei bezeichnet 1y das Einselement (welches unter dem obigen Isomorphismus auf den Vektor (1,0,0,0) €
R* abgebildet wird.)

Mit anderen Worten: da die Elemente von SO(3) gerade die Drehungen (um den Ursprung) im R3
angeben, lassen sich die Quaternionen (von Norm 1) nutzen, um alle Drehungen zu beschreiben und die
Komposition von Drehungen entspricht der Multiplikation von Quaternionen. Uberdies gibt es nur eine
geringe Ambiguitit, d.h. bis auf den Faktor +1 ist die Beschreibung von Drehungen mittels Quaternionen
auf die obige Weise auch eindeutig.

Um den Nutzen von letzterer Eigenschaft zu sehen, betrachten wir (anstatt ¢ : S3 — SO(3)) die Abbil-
dung

p: St x St x S = S0(2) x SO(2) x SO(2) — SO(3),

1 cosa’ —sin o/ cosa” —sina”
(2,2/,2")— (4, A", A") — cosa —sina |- 1 | sina”  cosa”
sina  cosa sin o/ cos o’ 1

cosa —sina

sina  cosa
an, die die z-Achse festhilt. Die zweite hélt analog die y-Achse fest, die dritte die z-Achse. Man kann zeigen,
dass diese Abbildung surjektiv ist, d.h. jede Drehung in R? lisst sich als Komposition von Drehungen um
die z-, y- und z-Achse durchfiihren.

Hierbei ist A = ) etc. Die erste 3 x 3-Matrix gibt eine Drehung in der y-z-Ebene in R?

1

Betrachte die Restriktion von y, wo o/ = —% auf die Matrix A" = 1 , d.h. die Abbildung,


https://wwu.zoom.us/rec/share/Srg21i876KxZBPeCX_rglXguLZ_7kqmzZk5AQ2hfiOpfP3jdnx9-M5E6iAZnvzEz.BWN9oQBilojhmz7m?startTime=1610521645000
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die (A, A”) € SO(2) x SO(2) auf folgende Matrix abbildet:

1 1 cosa” —sina”
cosae —sina |- 1 . sina”  cosa’”
sinae  cos« —1 1

1

Il

sinacosa” + cosasina” cosacosa’” — sinasin o
sin asin o” — cosacosa”  sinacosa” + cos asin o’

1

= sin(a + ") cos(a + a”)
—cos(a + ") sin(a+ o)

(Die Gleichung * bestétigt man schnell (!) mittels einer elementaren Rechnung.) Insbesondere ist das Bild
dieser Einschrinkung von p nicht 2-dimensional, sondern nur 1-dimensional (da das Bild nur von o” + «
abhiingt). Andererseits ist SO(2) x SO(2) = S x S! zwei-dimensional, d.h. die Abbildung x hat nicht die
schone Eigenschaft (wie ¢ oben!), dass jeweils genau 2 Elemente das gleiche Bild haben. In physikalischen
Anwendungen, z.B. bei der Navigation von Raumschiffen, spielt dieses Problem eine praktische Rolle (sog.
gimbal lock): hier entspricht die Moglichkeit der Multiplikation von 3 Matrizen gerade der Benutzung von drei
Rotationsfreiheitsgraden (durch entsprechende Triebwerke). Die obige Rechnung besagt, dass ein Raumschiff
in gewissen (isolierten) Positionen nur noch einen Freiheitsgrad in der Navigation hat.
Nach diesem Ausflug wenden wir uns dem Beweis von Theorem 3.22 zu.

Lemma 3.24. Die Abbildungen ¢ und ¢ nehmen in der Tat Werte in SO(3) bzw. SO(4) an.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass es sich um orthogonale Abbildungen handelt. Fixiere z,y € S% und
schreibe kurz v := ¢(x,y). A priori ist ¢ eine lineare Abbildung ¢ : H — H. Wir priifen die Orthogona-
litdtsbedingung: fiir ¢,¢' € H gilt
W), p(t')) =t t).
In der Tat:
(), p(t)) = (aty, xt')

= R(xtyzt'y)
LRt gy U7
—
=ly|*=1
Y R(xtt'T)
=Rt T1 )
=1

= (t,t").
Bei * wurde die Produktformel benutzt, bei ** die obige Gleichung (3.21). In Matrizenschreibweise haben
wir gezeigt: ¢ nimmt Werte in O(4) an.

Es gilt
0O(4) =S0O(4) u O~ (4),
wobei O~ (4) := {A € O(4),det A = —1}. Es gilt ¢(1g, 1g) = id, insbesondere liegt ein Element von SO(4)
im Bild von . Die Komposition
$% % S35 0(4) % (+1}

ist eine stetige Abbildung, da dies sowohl auf die Determinante als auch auf 1 zutrifft; letztere ist ja Ein-
schriinkung einer bilinearen und damit stetigen Abbildung R* x R* — Matsx4(R). Angenommen es gibe
ein (z,y) € S3 x S3 mit 1(z,y) € O~ (4). Der topologische Raum S? ist wegzusammenhiingend, d.h. es gibt
eine stetige Abbildung ~ : [0,1] — S mit v(0) = 1gz(€ S3) und (1) = 2. Ebenso gibt es auch einen Weg 6,
der 1g mit y verbindet. Die Komposition

[0,1] 2% 53 x 8% % 0(4) % (+1)
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ist also eine stetige Abbildung, die 0 auf detid = 1 abbildet, und 1 auf —1. Da die Funktion aber nur die
Werte +1 und —1 annimmt, ist dies ein Widerspruch zum Zwischenwertsatz!
Dies zeigt die Behauptung fiir 4. Fiir ¢ argumentiert man entweder analog oder nutzt die Tatsache

p(z) = Y(z,2). O
Lemma 3.25. ¢ und v sind Gruppenhomomorphismen mit Kernen wie in (3.23) behauptet.

Beweis. Es gilt -
(V@) ov(a’,y) () = Y(w,y)(a"ty’)
= xx'ty'y
= (aa')tyy'
= (za’,yy ) (2).
Bei * haben wir die Formel aus Ubungsaufgabe 3.1 verwendet.

Sei nun x € ker ¢, d.h. t = ztz~! fiir alle t € SH. Da diese Gleichung (unabhéngig von z) auch fir t e R
gilt, gilt diese Gleichung also fiir alle ¢ € H, d.h. x € Z(H) (das Zentrum). Laut Ubungsaufgabe 3.15 ist
Z(H) = R. Andererseits ist z € S3, dh. € S "R -e; = {£+e1} = {£1u}.

Sei (z,y) € kert, d.h. t = xty fiir alle t € H. Insbesondere folgt mit t = 1: 2 = 77! = y, d.h.
x € ker p = {+1}. O

~ Um die Surjekti\.(itat von ¢ und @ zu zeigen, verwenden wir folgende Aussage, deren Beweis eine
Ubungsaufgabe ist (Ubungsaufgabe 3.11):

Satz 3.26. (Satz von Cartan) Sei a € R™, mit |a|*(:= >;_, a}) = 1. Wir betrachten die Spiegelungen
sa: R" > R" 2 — z —2a,x)a.
Die Gruppe O(n) wird von diesen Spiegelungen erzeugt.

Der Name “Spiegelung” rithrt daher, dass das orthogonale Komplement von a, d.h. die Hyperebene
{z € R",{z,a) = 0} unter s, elementweise festgelassen wird. Aufierdem gilt s,(a) = —a, d.h. s, ist in der
Tat die Spieglung an der Geraden die durch a aufgespannt wird.

Lemma 3.27. Fiir z,y € H gilt folgende Dreifach-Produktformel

yry = AT, y)y — Y, y)T. (3.28)
Beweis. Wir haben (z,y) = (27 + yT) (entweder durch explizites Nachrechnen oder wegen der Bilinearitét
von (—, —))). Rechtsmultiplikation mit y liefert die Behauptung wegen 5y = {y, y). O

Wir wenden die Spiegelungen nun auf H ~ R* an. Aus (3.28) folgt
Sqa(T) = —aZTa
fiir alle @ € S® und x € H. Insbesondere gilt s.(z) = —7. Bezeichne fiir a € S3
pe: H—> H,z — aza.
Dann folgt aus der obigen Gleichung (fiir a, b e S?)
$a O S = Pa O Pj-

Insbesondere gilt p, = s, © Se.
Wir nutzen dies und die obige Beschreibung der Erzeuger von O(4) (Satz 3.26) und halten fest: die
Gruppe O(H) = O(4) wird von den Elementen p, (fiir a € S%) und s, erzeugt.

Folgerung 3.29. Die Abbildungen ¢ und % sind surjektiv.
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Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivitidt von ¢. Jedes f € SO(4) ist Produkt von Elementen der Form
Pa, O *OPg,, Mit gewissen ay, . ..,a, € S3. In der Tat: nach dem vorigen Satz ist zuniichst f eine Komposition
von Abbildungen der Form s, und s, !, wobei a € S3. Wegen s2 = id gilt s, = s,, d.h. f = 54, 0+ 0s5,, fiir
gewisse ai,...,a, € S3. Es gilt det(s,) = —1, demnach det f = (—1)". Wegen f € SO(4) ist n also gerade.
Nach obiger Gleichung ist f ein Produkt der p,, bzw. pz;. (Man kann dariiber hinaus zeigen, dass man
n = 4 wihlen kann, aber dies wird in der Folge nicht gebraucht).

Setze a := ajaz...a, und b := a,a,_1...a;. Dann ist (da S® = {z € H,|z| = 1} eine Gruppe ist)
a,be 83 und
f(z) = axb.
Sei nun g € SO(SH) = SO(3). Betrachte die eindeutige lineare Abbildung
f-H-H

die die Identitit auf R < H und auf SH mit g iibereinstimmt. Es gilt det f = det g = 1. Es gibt also (wegen
der Surjektivitit von 1) a,b € S® mit f(x) = axb. Wegen 1 = f(1) = ab folgt b = a~! =@, d.h. g(x) = axa™!
fiir alle x € SH. Also: g = ¢(a). O

3.4 Der Satz von Frobenius

Der folgende Satz von Frobenius ist eine Erweiterung von Theorem 2.27. Letzteres ist die parallele Aussage
fiir Korper (im Gegensatz zu Schiefkoérpern).

Theorem 3.30. (Satz von Frobenius) Sei K ein Schiefkérper mit R < K und
n := dimg K < oo.

Dann tritt genau eine der folgenden drei Moglichkeiten ein:

(1) n =1.1In diesem Fall gibt es einen Algebren-Isomorphismus K = R.

C.

e

e

(2) n =2.In diesem Fall gibt es einen Algebren-Isomorphismus K

14

(3) n =4.In diesem Fall gibt es einen Algebren-Isomorphismus K = H.

Beweis. (nach [Pal68]) Wie iiblich fassen wir R als Teilalgebra von K via dem injektiven (Lemma 2.25)
Algebren-Homomorphismus
R-oKr—r-1

auf.

Falls n = 1, so ist dieser automatisch auch noch surjektiv (da beides endlich-dimensionale R-Vektorraume
mit der gleichen Dimension sind), also ein Isomorphismus.

Bevor wir den Fall n > 1 betrachten, halten wir eine allgemeine Beobachtung fest: sei x € K und betrachte
die Teilmenge

n
R{z) := {Z arz®n > 0,a, € R} c K.
k=0
Offensichtlich(!) ist R{z) eine Unteralgebra von K. (Man nennt sie die von x in K erzeugte Algebra.) K

(nach Voraussetzung) und damit auch R{z) ist assoziativ. Dann ist R{z) nach Lemma 3.10 ein Schiefkérper.
Uberdies ist R{z) (moglicherweise im Gegensatz zu K) kommutativ, denn:

(Z akxk)(z bixt) = Z apxtb !
Kl
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Wir haben hier (in *) benutzt, dass fiir jedes a € R und jedes y € K gilt: ay = ya (dies ist ein Spezialfall
des Distributivitéitsgesetzes). In ** haben wir die Gleichheit ™2™ = 2™ benutzt, die in jeder assoziativen
Algebra gilt (Ubungsaufgabe 2.16). Also ist R{z) ein Koérper. Wir erhalten aus Theorem 2.27 (beachte,
dass dies letztlich eine Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra ist!) entweder einen Isomorphismus
C =~ R{z) oder einen Isomorphismus R =~ R{z). Ersteres tritt genau dann ein, wenn z € K\R gilt. Letzteres
tritt genau dann ein, wenn z € R gilt.

Sei nun n > 1. Dann kénnen wir ein € K\R wihlen. Betrachte den oben diskutierten Koérper +
Isomorphismus

C =~ R{x).

Bezeichne mit i € R{z)(c K) das Bild von i € C unter diesem Isomorphismus. Es gilt also(!) i* = —1. Wir
betrachten K nun als C-Vektorraum, vermoége der Multiplikation von links. Andererseits bezeichne

T:K— K,t—ti

die Multiplikation mit ¢ von rechts. Es handelt sich hierbei um eine C-lineare Abbildung, denn T'(At) = Ati =
AT(t). Es gilt dann T?(:= T o T) = —idg. Die einzigen moglichen (komplexen!) Eigenwerte von T sind also
+i. Sei K* := {te K,T(t) = +it} der Eigenraum zum Eigenwert +i. Anders gesagt:

Kt ={te K, T(t) =it}
K™ ={te K,i = —it}.
Es gilt K = Kt @ K~ offensichtlich ist K+ n K~ = 0 und jedes Element = € K erfiillt
T—1xi T +1xi
+ .
2 2
— Y
eK+ eK—

Tr =

Nach Definition von K gilt
r,ye K- =zye K+,
(3.31)
z,ye Kt = 2ye K+,
Es gilt Kt = R{x): “2” gilt da R{z) kommutativ ist. Sei umgekehrt ¢t € K*, d.h. ¢ kommutiert mit
¢ und natiirlich mit allen r € R. Damit kommutiert ¢ auch mit allen Elementen von R{z). Folglich ist die

Teilmenge
R{t,z) := { Z aklthl}

k,1=0

eine kommutative Unteralgebra von K und damit ein Korper. Er enthélt den Korper R{x). Nach Theo-
rem 2.27 und aus Dimensionsgriinden miissen beide Korper den Grad 2 haben und damit iibereinstimmen.
Folglich gilt ¢t € R{z), d.h. K+ < R{z).
Falls K~ = 0, so gilt also K = R{z)(= C). Es bleibt zu zeigen: falls K~ # 0, so ist K =~ H. Wenn
K~ # 0, so kénnen wir a € K, # 0 wéhlen.
Die Rechts-Multiplikation
K— K x— 2«

ist ein Isomorphismus (nach Lemma 3.10), der K~ auf Kt abbildet (wegen (3.31)). Aus diesem Isomorphis-
mus erhalten wir
dimg K~ = 1. (3.32)

Wir zeigen nun:
o’eR, o <0. (3.33)

Wir haben die Inklusionen
K™ =R{z) c K o> R{a).
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Hierbei sind sowohl (C ~)K™* als auch R{a) Teilkdérper von K. Thre Dimension (als R-Vektorraum) ist
jeweils 2. Wie bereits oben fiir K konnen wir daher auch rechts einen Isomorphismus wéhlen und erhalten
folgendes Bild:

C> K" =R{z)c K o>R{a)=C.

Also ist auch K™ n R{a) ein Korper, genauer ein Teilkérper von R{a). Aus Dimensionsgriinden kann
dies nur entweder R{c) oder R sein. Im ersteren Fall wiire also KT n R{a) = R{a), d.h. R{a) ¢ KT,
insbesondere @ € Kt im Widerspruch zur Wahl von «. Also gilt Kt n R{a) = R und damit insbesondere
a? e R.

Betrachte den oben erwiihnten Isomorphismus p : R{a) = C, sei z := p(a). Es gilt

22 = p(a)? = p(a®) =’ eR,

denn o? € R und p|g = id. Andererseits ist z ¢ R (wegen a ¢ R). Hieraus folgt z € SC, d.h. 22 = o2 < 0.
Aus (3.33) folgt: ein geeignetes positives Vielfaches j = Aa € K~ (mit X € R>Y) erfiillt f = —1. Setze
k :=1j. Wir betrachten die eindeutige R-lineare Abbildung

p:H—- K,
diel—1,i—14, j— j, k— k erfiillt.

Wegen (3.32) ist {j,k} eine R-Basis von K, also sind 1,3, 5, k eine Basis von K, d.h. ¢ ist ein Isomor-
phismus von R-Vektorrdumen. Es ist iiberdies ein Isomorphismus von Algebren. Hierzu geniigt es zu zeigen
o(x)p(y) = p(zy) fir z,y € {i,j,k}(!) . Fiir x =4, y = j ist dies gerade die Definition von k = p(k) = ¢(ij).
Fir z = 7, y = i folgt dies aus j € K—, d.h. ij = —ji. Falls x oder y = k sind, so benutzen wir die
Assoziativitiit in beiden Algebren, z.B. ; B

pli)p(k) = ik = i(if) = (id)j = —j = p(—3) = @(ik).
3.5 Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 3.1. Bestiitige folgende Multiplikationsregeln in H:
ij =k, ji = —k.

Nutze dies und die Assoziativitiat der Multiplikation um eine Multiplikationstabelle zu vervollstéindigen:

T = =
|
>~

Berechne
a+zb+ C+kd a’+ib'+ 'C,+kd/
J J

wobei a,a’ etc. in R.
Bestitige folgende Formel (Tipp: wie kann man den Rechenaufwand minimieren?) fiir z,y € H und 7 die
Konjugation von x im Sinne von Definition und Lemma 3.3

Ubungsaufgabe 3.2. Sei V eine Algebra. Wie iiblich bezeichnen wir die Addition in V mit 4+ und die
Multiplikation mit -. Definiere eine Abbildung

1
* VXV >Vaxy:= §(xy+yx)
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Zeige, dass (V, +, *) eine kommutative Algebra ist (d.h. anstelle von - wird nun * als Multiplikation verwen-
det)\}\/’ir betrachten nun spezieller die Algebra (H, +, ). Bestimme z * y fiir «,y € {1,4, 7, k}. Ist H, versehen
mit * als Multiplikation assoziativ?
Ubungsaufgabe 3.3. Seien z,y € H derart, dass

TY # Y.
Zeige, dass fiir jede Unteralgebra V' < H mit x,y € V schon gilt:

vV =H.

Tipp: wende den Satz von Frobenius an.

Ubungsaufgabe 3.4. Welche der beiden Abbildungen sind Algebren-Homomorphismen?

H - H,
Tr—T
C > H,
Z—Z
wobei in der zweiten Abbildung Z als Quaternion aufgefasst wird, d.h. als g g = ( g 2 ) Gib jeweils

detailliert an, welche der Eigenschaften eines Algebren-Homomorphismus erfiillt und welche ggf. nicht erfiillt
sind.

Ubungsaufgabe 3.5. e Betrachte die Abbildung:
1
—x —:SH x SH — SH, (u,v) — u x v := g(uv—vu).

Bestitige, dass diese Abbildung in der Tat Werte in SH annimmt.

Bemerkung: via der Standardidentifikation R? =~ QH, e; ~— i,e3 + j,e3 — k ist diese Abbildung
gerade das Kreuzprodukt.

e Zeige fiir u,v e SH
ww =u x v —{u,v),

wobei (—, —) das Skalarprodukt auf H ist.
e Seien u,v € SH. Zeige uv = —vu genau dann, wenn {u,v) = 0.
Ubungsaufgabe 3.6. Sei z € H. Zeige, dass die Abbildung
H—-H,a~ [a,z] :=ax — xa

Werte in SH := {Qy,y € H} < H annimmt.
Folgere hieraus die Aussage in Bemerkung 3.14.

Ubungsaufgabe 3.7. Unter einem Gitter verstehen wir das Bild einer Abbildung
7" - R", x — Az,

wobei A € GL,,(R). Schreibe dann T'4 fiir dieses Bild.
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e Wir betrachten die Teilmenge
1
AZ:Z4U(Z+§)4CR4

(d.h. (@1,...,24) ist in A enthalten, wenn entweder alle z; € Z oder alle z; — % € Z). Zeige, dass diese
Teilmenge ein Gitter in R* ist. Man nennt dies das sog. D4-Gitter. Vervollstindige hierzu die Matrix

* ¥ K NI
CE I S
* ¥ K NI
* ¥ % NI

e Wir verwenden die iibliche Identifikation ¢ : R* = H, e; ~— 1, ey > i, e3 — j, ey — k. Zeige, dass
©(A) eine Unteralgebra von H ist. (An dieser Stelle, im Gegensatz zu unserer allgemeinen Definition in
Definition 3.8, fordern wir fiir eine Unteralgebra nur, dass sie eine Untergruppe beziiglich der Addition,
nicht jedoch ein R-Untervektorraum sein soll. Alle anderen Bedingungen an eine Unteralgebra bleiben
unveréndert.) Man nennt diese Unteralgebra auch die Hurwitz-Quaternionen.

e Bestimme

ok

e Wir betrachten die Kugelpackung, d.h. die Teilmenge
{reRY |z —q| < % fiir ein y € A}.

Die Dichte dieser Kugelpackung ist definiert als

Va(p)
pt|det A|

Hierbei ist V,, () das Volumen des n-dimensionalen Balls mit Durchmesser p, d.h. das Volumen von
fo e R™, [o] < j1/2}.

Weshalb nennt man diese Zahl Dichte der Kugelpackung? Gib, mit Hilfe einer geeigneten Formel fiir
V.., die hier nicht bewiesen werden muss, die obige Dichte numerisch an.

Bemerkung: Es ist bekannt, dass das obige Gitter die dichteste Kugelpackung, die von einem Gitter in R*
ausgeht ist. Die Frage nach den dichtesten Kugelpackungen in R™ ist in Dimensionen 1, 2, 3, 8 und 24
vollstéindig verstanden, aber fiir allgemeine n weitgehend ungeklért.

Ubungsaufgabe 3.8. Bestiitige die Aussage von Lemma 3.18:

e Zeige zuniichst, dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt, d.h. dass ¢(z2") = ¢(2)¢(2)
gilt.

e Zeige dass ker ¢ = {1} und folgere die Injektivitit von .

e Zeige die Surjektivitit durch explizites Rechnen mithilfe der definierenden Gleichung SO(2) := {4 €
Mat2X2|AAT =id,det A = 1}.

Ubungsaufgabe 3.9. Bestimme die (unendliche!) Menge
{reH,2%=—1}.

Ubungsaufgabe 3.10. In dieser Aufgabe soll der Beweis von Theorem 3.30 nachvollzogen werden.
(1) Beschreibe die Unteralgebra R{z) fiir = i + j(e H) explizit.

(2) Gib einen expliziten Isomorphismus o : C = R{z) an.
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3

(3) Bestimme i := o(i).

(4) Gib die lineare Abbildung H — H, x +— ix sowie & +— xi in Termen der Standard-Basis 1,14, j, k an.
(5)

(6)

5
6

Bestimme die Eigenraumzerlegung fiir die Abbildung T : = — z3.

Wihle ein moglichst bequemes « ¢ R{i + j) und gib den Isomorphismus
p:H—-H
an, der im Beweis konstruiert wurde.

Ubungsaufgabe 3.11. Zeige, dass jedes Element in O(n) ein Produkt von héchstens n Spiegelungen ist.
Tipp: fithre einen Induktionsbeweis durch. Im Induktionsschritt betrachte (fir A € O(n)): falls A # id,
betrachte v € R™ mit Av # v, wihle A € R so dass fiir u := A(v— Av) gilt: |u| = 1. Betrachte die Komposition

Syo f.
Ubungsaufgabe 3.12. Stelle die folgenden Abbildungen
H-Hzxz— —2z
H-H,z— iz
jeweils als Komposition geeigneter s, bzw. auch als Komposition geeigneter p, (wobei jeweils a € S3) dar.

Ubungsaufgabe 3.13. e Sei A eine endlich-dimensionale assoziative Algebra. Zeige, dass folgende Aus-
sagen dquivalent sind:

(1) A hat keine Nullteiler,
(2) Jedes a € A\{0} hat ein multiplikatives Inverses.

e Fixiere ¢ € R”%. Wir betrachten die Algebra H,, die als Vektorraum von der Basis 1,1, j, k aufgespannt
wird und deren Multiplikationstabelle auf Basisvektoren 1,1, j, k wie folgt gegeben ist:

| 1 i ik
1]1 i ik
ili “l+e ko —j
ili k-1 i
k| k j —i -1

D.h. die Multiplikation von H. stimmt mit der gewohnlichen Multiplikation in H {iberein, bis auf

i = —1+€j.

Zeige: H, hat fiir gentigend kleines € keine Nullteiler. Zeige, dass ¢ kein multiplikatives Inverses hat.
Die Algebra H, zeigt, dass ohne die Assozativitiit die Implikation (1) = (2) nicht gilt. Auch die umgekehr-
te Implikation gilt ohne Assoziativitét nicht, dies sieht man z.B. anhand der Sedenionen (Ubungsaufgabe 4.12,
diese sind laut Ubungsaufgabe 4.3 eine gut normierte *-Algebra und hat daher inbesondere multiplikative
Inverse).

3.6 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 3.14. Sei z € SH. Zeige

z? = —|z|?.

Tipp: es ist moglich, dies direkt mittels x = bi + ¢j + dk nachzupriifen. Wie geht es auch ohne konkrete
Rechnung?
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Ubungsaufgabe 3.15. Zeige fiir das Zentrum von H:
Z(H) =R.

Bemerkung: das Zentrum einer assoziativen Algebra (im Sinne der Definition 2.17) enthélt stets R. Eine
Algebra, deren Zentrum nicht grofer ist, d.h. Z(A4) = R, heiit zentrale Algebra. In dieser Terminologie sind
die Quaternionen also eine zentrale Algebra.

Welche andere zentrale Algebra kennst du?

Ubungsaufgabe 3.16. Zeige die Implikation (1) = (3) in Lemma 3.11 direkt (d.h. ohne den Zwischenschritt
via (2)).

Ubungsaufgabe 3.17. Zeige, dass es keinen Algebren-Isomorphismus

CxC-H
gibt. Hierbei bezeichnet ist links die Algebra gemeint, deren Addition und Multiplikation komponentenweise
definiert ist, d.h. (21, 22) - (21, 23) = (2121, 2223).

Tipp: verwende Ubungsaufgabe 2.25.

Ubungsaufgabe 3.18. Sei V = {a + b(i + j)|a,b € R}. Zeige dass es sich bei V < H um eine Unteralgebra
handelt und gib einen Algebren-Isomorphismus

Vv

I

C
an.
Ubungsaufgabe 3.19. Gilt die Gleichheit
UQ2) £ {zeH,z 0}
Gib an (und begriinde), welche der beiden Inklusionen “c” und “2” gelten bzw. nicht gelten.

Ubungsaufgabe 3.20. Sei = € SH. Zeige
2

z? = —|z|2.
Tipp: es zwar ist moglich, dies direkt mittels © = bi + ¢j + dk nachzupriifen, aber wie geht es auch ohne
konkrete Rechnung?

Ubungsaufgabe 3.21. Eine Teilmenge V < R” heiBt wegzusammenhdingend, wenn es fiir je zwei Punkte
Zo,r1 € V eine stetige Abbildung

v:[0,1] >V
gibt mit y(0) = o, y(1) = 1.

Fiir welche n > 0 ist S™ wegzusammenh#ngend?

Ubungsaufgabe 3.22. In leichter Abwandlung von Definition 3.20 verwenden wir in dieser Aufgabe fol-
gende Notation: fiir z € H\0 ist
hy :H—H,t— ztz !

Zeige dass die Abbildung
H\0 - End(H), 2 — h,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Bestimme dessen Kern und Bild.
Ubungsaufgabe 3.23. Definiere die Abbildungen ®, 3, =, |—|? und (—, —) (vgl. Definition und Lemma 3.3)

allein in Termen der Spiegelung
S1 . H — H.



Kapitel 4

Die Oktonionen

4.1 Definition

Die Oktonionen sind die natiirliche Fortsetzung der Reihe
RcCcH.

Wir definieren sie mit Hilfe der sog. Dickson-Konstruktion, fiir die wir zunéchst einige Grundbegriffe einfiihren.Ji
27.1.21

Definition 4.1. Eine *-Algebra ist eine Algebra A (im Sinne von Definition 2.17) versehen mit einer Invo- @
lution, d.h. einer R-linearen Abbildung
#: A—> A

derart, dass folgende Bedingungen gelten (hierbei sind a,b € A beliebig)
(1) ™ :=(a*)* =a,

(2) (ab)* = b¥a*,

(3) 1* =1.
Die *-Algebra heifit reell, wenn * = id, d.h. a* = a fiir alle a € A.

Beispiel 4.2. Auf R, C, H ist die Konjugation jeweils eine Involution. Die Bedingungen sind jeweils trivial
nachzupriifen, bis auf (2) fiir H, d.h. Ty = 77 fiir x, y € H, siche hierzu Ubungsaufgabe 3.1. Nach Definition
ist R eine reelle #-Algebra, die iibrigen jedoch nicht.

Jede reelle *-Algebra ist kommutativ: ab = (ab)* = b*a™ = ba.

Definition und Lemma 4.3. Sei (A4, =) eine *-Algebra. Die Dickson-Konstruktion ist die folgende *-Algebral]
(A, %): als R-Vektorraum
A=A A.

Die Multiplikation von Elementen in A’ ist gegeben durch
((11, bl) . (ag, bg) = ((IlCLQ — bng,QTbg + agbl). (44)

(Wir setzen nicht voraus, dass A kommutativ ist, insbesondere ist die Reihenfolge der Faktoren rechts
wesentlich, siehe hierzu auch +!) Die Involution * auf A’ ist definiert als

(a,b)* := (a*, —b).
Mit diesen Definitionen ist (A’, *) in der Tat eine *-Algebra und die Inklusion
t:A— A a— (a,0)

ist ein Homomorphismus von *-Algebren (d.h. ein Algebrenhomomorphismus und es gilt ¢(a)* = t(a*)).

43
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Beweis. Das Nachpriifen der Axiome einer Algebra sowie der Bedingungen in Definition 4.1 ist eine gute
Wiederholung(!) . O

Beispiel 4.5. Betrachte A = R (und * = id). Also ist R’ = R? mit der Multiplikation
(a1,b1) - (az,b2) = (araz — bab1, a1bs + azby),

d.h.
R =C

)

versehen mit #, der iiblichen komplexen Konjugation.
Betrachte A = C (und * der iiblichen komplexen Konjugation). Dann ist C’ = C? (als Vektorraum), mit
der Multiplikation (mit a; € C etc.)

(a1,b1) - (a2,b2) = (a1a2 — bab1, arbs + asby).
Die Abbildung
a

C’HH,(a,b)H<_ab b>

ist ein Algebren-Isomorphismus, denn das Produkt der Quaternionen

ap by az by _ ayaz — bibs a1§+ biaz

b1 a1 —by @ —biag —aiby —biby + a1 G2
stimmt mit dem obigen Produkt iiberein. Unter diesem Isomorphismus stimmt die abstrakt definierte Ab-
bildung * auf C’ mit der Konjugation in H {iiberein.

Definition 4.6. Die Oktonionen sind die folgende *-Algebra:
0:.=H,
d.h. die Dickson-Konstruktion der Quaternionen.

Bemerkung 4.7. Die Multiplikation in O ldsst sich direkt anhand der Definition explizit ablesen, siehe
Ubungsaufgabe 4.5.

Wir erhalten also folgende Kette von Algebren
R-R=C—>C=H—-H =0~ ....

Die Dimension (als R-Vektorraum) verdoppelt sich in jedem Schritt. Man kann diese Konstruktion immer
wieder ausfiihren, d.h. erhélt eine unendliche Kette von Algebren der Dimension 1, 2,4, 8,16, . ... Je hoher die
Dimensionen dieser Dickson-Konstruktionen jedoch werden, desto “schlechter” verhalten sich die Algebren.
Daher betrachtet man die Algebren ab der Dimension 16 nur wenig (vgl. Ubungsaufgabe 4.12). Diesen Verlust
an “guten” Eigenschaften macht Satz 4.12 deutlich.

Wir verschaffen uns vorab einige grundlegende Rechenregeln innerhalb der Dickson-Konstruktion. Zur
Abkiirzung schreiben wir

0:=(0,1)e A'.

Vermoge der injektiven Abbildung ¢ : A — A’ (s.0.) fassen wir Elemente in A auch als Elemente in A’ auf.

Lemma 4.8. Innerhalb der Dickson-Konstruktion A’ gelten folgende Rechenregeln (fiir alle a,b € A):

a(b) = £(a*b)
(al)b = (ab™)¢ (4.9)
(€a)(bl) = —(ab)*.

Beweis. Dies zeigt man durch direktes Nachpriifen anhand der Definition. O
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Lemma 4.10. Es gilt (fiir alle a,b € A)

al = la* (4.11a)
(La)b = £(ba) (4.11b)
(£a)(€b) = —ba*. (4.11c)

Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus (4.4) (vgl. auch (4.9))

al = (a,0)(0,1) = (0,a) = (0,1)(a*,0) = la*.

(ta)p “E (@ 0)p 2 (@*6%)e LY g0 b*)* = (ba).

(4.11a) (4.9)
) = =

(€a)(£b (ta)(0*0) 2 —(ab*)* = —ba*.

Satz 4.12. Sei A eine *-Algebra sowie A’ ihre Dickson-Konstruktion.
(1) A’ ist nie reell.

(2) A ist reell (und damit kommutativ) genau dann, wenn A’ kommutativ ist.

(3) A ist kommutativ und assoziativ genau dann, wenn A’ assoziativ ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, denn das Element (0,1) € A’ erfiillt (0,1)* = (0, —1). Generell ist nach

Definition A eine Unteralgebra von A’, d.h. ist z.B. A’ kommutativ, dann auch A.

(4.11¢c) _

(2): dies ist eine direkte Folgerung von (fa)¢ a*, und damit

a* = (La)l™' = —(La)t.

Damit gilt a = a* genau dann, wenn fa = af. Dies zeigt sofort die Richtung “<”. Umgekehrt, geniigt es die
Kommutativititsbedingung xy = yx (fiir x,y € A’) in 3 Féllen zu zeigen: a) x = £, y € A (obige Rechnung),
b) x =y = { (trivial), ¢) z € A, y = £ (obige Rechnung).

(3): es gilt fur a,be A

(4.11b)

(€a)b — £(ab) L(ba) — l(ab) = £(ba — ab).

Dies zeigt sofort die Richtung <.
Zu “=": es gilt

(4.9) (4.11c)

(€a)(Lb) — £(a(b)) —ba* — (((a™D)) —ba* + a*b.

Es gentigt die Assoziativitatsbedingung L, o Ly = Ly, (fir z,y € A’) inden Féllen a) x = ¢, ye A, y = ¢
b) 2 =y = £ und ¢) z € A zu priifen; der allgemeine Fall folgt dann aus der Linearitdt der Multiplikation
(Ubungsaufgabe 4.4) sowie der Tatsache, dass jedes Element in A’ von der Form a + b¢ mit a,b € A ist. Der
Teil a) und ¢) ist gerade die obige Rechnung. Der Fall b), d.h. z = y = ¢ ist ein Spezialfall von (4.11c). O

Satz 4.12 besagt, dass O nicht assoziativ ist, denn H ist zwar assoziativ, jedoch nicht kommutativ. (Man
kann dies auch schon der Gleichung (4.11b) ablesen.) Um eine Aussage zu treffen, inwieweit die Assoziativitét
zumindest noch eingeschrinkt gilt, fiihren wir folgende weitere Begriffe ein.

Definition 4.13. Eine *-Algebra heifit gut normiert, wenn fiir alle a € A gilt: a + a* € R sowie fiir alle
a€ A a#0: aa* =a*ae RO
Fiir eine gut normierte Algebra A definieren wir Realteil und Imagindrteil:
a+a* a—a*

R(a) := 5 (e R),S(a) := 5

(€ 4)

sowie die Norm:

la] := Vaa*(e R*?).
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Fiir A = R, C oder H stimmen diese Begriffe mit den uns bereits bekannten (siehe u.a. Definition und
Lemma 3.3) iiberein.

Nach Definition einer Algebra liegt R jeweils im Zentrum einer jeden Algebra A, d.h. Az = z A fiir alle
A€ Rund z € A. In der Situation einer gut normierten *-Algebra gilt daher

2 ! 2

=t ) —2® = (@ +2)r—2® = 2*r + 2P — 2 = 2%, (4.14)

zr¥ =zt + 2% —x

Mit anderen Worten: die Kommutativitit zz* = x*x folgt aus den iibrigen Bedingungen an eine gut nor-
mierte *-Algebra. Dies sichert ein Minimum an Kommutativitit; man vergleiche dies mit dem Begriff einer
normalen Matriz (bzw. eines normalen Endomorphismus), d.h. Matrizen M € Mat,,«,(C), die die Eigen-
schaft

MM* = M*M

erfiillen.

Beispiel 4.15. Mat,,,,(C), versehen mit der Abbildung * : M + M* := (M)T (eintragsweise komplexe
Konjugation und anschliefend Transposition der Matrix), ist eine *-Algebra. Sie ist jedoch nicht gut normiert,
denn i.A. sind weder M + M* noch M M?* von der Form ) -id mit A € R.

Als Abschwichung der Assoziativitdt fithren wir folgende Variante ein:

Definition 4.16. Eine Algebra A heifit alternativ, wenn folgende Bedingungen (fiir beliebige a,b € A)
gelten:
(aa)b = a(ab), (ab)a = a(ba), (ba)a = b(aa).

Nun kénnen wir eine Aussage iiber den “Verfall” der Assoziativitdt im Zuge der Dickson-Konstruktion
treffen:

Satz 4.17. Sei A eine *-Algebra sowie A’ ihre Dickson-Konstruktion. Dann gilt: A ist assoziativ und gut
normiert genau dann, wenn A’ alternativ ist und gut normiert.

Folgerung 4.18. Die Oktonionen sind

| alternativ, aber nicht assoziativ.

Beweis. (von Satz 4.17) Wir benutzen Ubungsaufgabe 4.3: A ist gut normiert genau dann, wenn A’ es ist.
Wir miissen also (unter dieser Voraussetzung) zeigen:

A assoziativ genau dann wenn A’ alternativ.

Die Richtung “=" kann man mit einer expliziten Rechnung erledigen: nach Definition gilt
(a,b) ((a,b), (a',V)) = (a,b)(aa’ — b'b*,a*V + a'b)
= (a(ad’ = V'b*) — (a™b' + a'b)b*,a*(a*V' + a'b) + (aa’ — b'b*)b)
= (a®d’ —ab'b* — a*V'b* —a'bb*, (a*)*V + a*a'b + aa'b —b'b*D))
[ ———) —_—
=—(a+a*)b'b* =(a*+a)a’b
= (a®d’ = b'b*(a + a*) — bb*d’, (a*)?V + d'(a* + a)b — b'b*D)
Andererseits ist
(a,b)(d’,b) = (a® — bb*,a*b + ab)(a’, V)
= ((a® = bb*)a’ — b/ (a*b + ab)*, (a* — bb*)*V' + a/(a*b + ab))
= (a*a’ — bb*a' — V'b*a — b'b*a*, (a*)*b — bb*b + a’a*b + a’ab).
Wegen (4.14) stimmen diese Ausdriicke iiberein. Hierbei benutzen wir jeweils, dass A gut normiert ist,
die unterstrichenen Ausdriicke liegen daher in R und kommutieren damit mit allen Elementen von A. Die

iibrigen Bedingungen an eine alternative Algebra in Definition 4.16 zeigt man durch dhnliche Rechnungen.
Die Umkehrung wird ebenfalls mit &hnlichen Rechnungen bewiesen, siche Ubungsaufgabe 4.2. O
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4.2 Charakterisierungen der Oktonionen
Beim Studium der Quaternionen spielte die Produktformel

|yl = Jzlly]

(siche (3.4)) eine wichtige Rolle. Der Satz von Hurwitz charakterisiert R, C, H und O als die einzigen
Algebren, die mit einer (a priori abstrakt definierten) Norm mit einer dhnlichen Produktregel ausgestattet
sind. Der genaue Begriff ist wie folgt:

Definition 4.19. Eine Algebra A heifit Divisionsalgebra, wenn sie keine Nullteiler hat, d.h. wenn aus a,b € A
mit ab = 0 schon folgt: a = 0 oder b = 0.

Eine normierte Divisionsalgebra (oder auch, in anderen Quellen, eine Kompositionsalgebra) ist eine Al-
gebra A, derart, dass es eine positiv definite symmetrische Bilinearform

(—,—):AxA->R
gibt, derart, dass die zugehorige Abbildung (genannt Norm)
N:A—-R>% z N(z):=(x,z)

die Produktregel
N(zy) = N(z)N(y) (4.20)

erfillt.

Bemerkung 4.21. e Offenbar ist der Name gerechtfertigt, d.h. jede normierte Divisionsalgebra ist eine
Divisionsalgebra. Auflerdem folgt N(1) = 1.

e Sei A eine gut normierte alternative *-Algebra, z.B. A = R, C, H oder O. Dann ist A eine normierte
Divisionsalgebra via
zy* + yx*
gy = LTI
Da A gut normiert ist, liegt dies in R:

syt +yz* _ (@ty)e+y)t —aat oyyt o
2 2 '

Die Bilinearform ist offensichtlich symmetrisch und ist positiv definit wegen rz* € R>? fiir x # 0. Die
Produktregel gilt wegen

!
N(zy) = (zy)(zy)* = (zy)(y*2™) = = (yy*) 2™ = (22%)(yy™) = N(2)N(y).
—_——
eR=>0
An der Stelle ! haben wir benutzt, dass x, y, z* und y* in der von z und y erzeugten Unteralgebra von
A liegen. Diese Unteralgebra ist (da A alternativ ist) assoziativ (Ubungsaufgabe 4.7), beachte hierbei,
dass z* = (x + z*) — z in dieser Unteralgebra liegt.

Definition 4.22. Sei A eine normierte Divisionsalgebra, versehen mit (—, —). Wir definieren dann
x: A— Az o ¥ =2z, 1) — .
(Anders gesagt: * = s1(x), wobei s; die Spiegelung an der Geraden 1-R = R c A ist, vgl. Satz 3.26.)

Bemerkung 4.23. Wir werden in Kiirze sehen (Lemma 4.28 und Ubungsaufgabe 4.9), dass eine normierte
Divisionsalgebra mittels dieser Abbildung * eine gut normierte *-Algebra ist.
Wenn wir mit einer gut normierten *-Algebra (A4, ) beginnen, und dann {z,y) wie in Bemerkung 4.21
definieren erhalten wir auf obige Weise die gegebene Involution * zuriick:
xl* 4+ 1z*

2<x,1>—x::2#—x:x*.
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Theorem 4.24. (Satz von Hurwitz, 1898) Sei A eine normierte Divisionsalgebra. Dann ist A isomorph zu
R, C, H bzw. O.

Obwohl laut Definition nicht vorausgesetzt wird, dass normierte Divisionsalgebren endlich-dimensional
oder alternativ sind, folgen insbesondere diese Eigenschaften!

Dieses Theorem stammt aus einer Familie von dhnlichen, weiteren Theoremen, die hier nur kurz erwahnt
seien:

Theorem 4.25. e (Satz von Zorn, 1930) Bis auf Isomorphismus sind R, C, H und O die einzigen
alternativen Divisionsalgebren.

e (Hopf, 1940) Die Dimension einer Divisionsalgebra ist 2.
e (Kervaire und Bott-Milnor, 1958) Die Dimension einer Divisionsalgebra ist 1, 2, 4 oder 8.

Der Satz von Zorn ist unter diesen der leichteste und lésst sich mit dhnlich elementaren rein algebraischen
Uberlegungen wie der Satz von Hurwitz zeigen, siehe z.B. [EbbinghausEtAl:Numbers|. Das Theorem von
Hopf ist eine recht direkte Folgerung der Berechnung der sog. Homologie und Kohomologie von projektiven
Rdumen, d.h. topologischen Rdumen der Form

P" = S"/{+1}.

Der Satz von Kervaire und Bott—Milnor ist wesentlich tiefliegender, und wird ebenfalls mit Mitteln der
algebraischen Topologie bewiesen.

Man beachte, dass die letzteren beiden Aussagen nicht besagen, dass R, C, H und O (bis auf Isomor-
phismus) die einzigen Divisionsalgebren sind. Diese Aussage gilt nicht, denn Ubungsaufgabe 3.13 zeigt, dass
es z.B. 4-dimensionale nicht assoziative Divisionsalgebren gibt, die also insbesondere nicht isomorph zu H
sind.

Wir beginnen nun einige Vorbereitungen fiir den Beweis von Theorem 4.24. Sei A im folgenen eine
normierte Divisionsalgebra.

Lemma 4.26. Seien z,y, z,u € A beliebig. Dann gilt

(xy,x2) = N(2){y, 2), (4.27a)
(xz,y2) = {(z,y)N(z), (4.27b)
(ry,uzy = 2z, u)y, zy — {xz, uy). (4.27¢)

Beweis. (4.27a): wir setzen in (4.20) y + z ein:
N(zy) + N(zz) + 2xy, xz) = N(x) (N(y) + 2y, 2) + N(2)) ,

einige Terme kiirzen sich weg wegen N (zy) = N(z)N(y) etc., und wir teilen durch 2.
(4.27¢): wir setzen in (4.27a) (fir ) = + u ein und erhalten:

(ry, xz) + {xy,uz) + {uy, xz) + {uy, uz) (4.27a) (N(x) + 2{x,uy + N(u)){y, 2).

Wiederum heben sich einige Terme weg, und wir erhalten die Behauptung. O

Lemma 4.28. Sei A eine normierte Divisionsalgebra und die Abbildung * = s; wie eben definiert. Dann
gilt fiir alle z,y, z € A:

{ry,z) ={y,x*2), sowie {zy,2) = {z, zy™) (4.29a)
¥ (= (z%)*) = =, (4.29Db)
(zy)* = y*a*. (4.29¢)

Direkt klar nach Definition ist 1* = 1, insbesondere ist (A, %) also eine *-Algebra.
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Beweis. (4.29a): setze in (4.27¢c) u = 1 ein:

2, Iy, 2) — (wz,y) =y, (K, 1) — 2)2) = {y,2%2).

Ebenso erhalten wir auch die zweite Gleichung, indem wir in (4.27¢) z = 1 wihlen:

(4.29b): setze in (4.29a) y = 1, z =t fiir beliebiges ¢t € A ein und erhalte

29a (4. 29a)

(o ty = (ol ty P2V (1, 0%ty @1ty = (@™t )

Da die Bilineaform (—, —) positiv definit und damit nicht entartet ist, folgt hieraus z = z**
(4.29¢): Fiir alle t € A gilt folgende Gleichheit, wobei wir (4.29a) und (4.29b) anwenden:

ra®,t) = (¥ yty = @Ft%,y) = (¥, wy) = (5, (zy) 1) = (EF (zy) ™, 1) = {(zy)*, £).
Hieraus folgt wie eben die Behauptung. O

Die Gesamtbeweisstrategie fiir Theorem 4.24 ist die Idee, nach und nach grélere Divisionsalgebren in A
zu finden, und zu zeigen, dass diese, je grofler sie werden, immer schlechtere Eigenschaften haben, was dazu
fithrt, dass dieser Prozess schnell (d.h. bei Dimension 8) endet.

Satz 4.30. Sei A eine normierte Divisionsalgebra sowie
HcA

eine echte Unteralgebra. Dann enthélt A eine Unteralgebra Z, die zur Dickson-Konstruktion von H isomorph
ist:
H =~7Zc A

Beweis. Da H ein echter Unterraum ist, gibt es ein Element v € A derart, dass

{a,v) =0

fiir alle a € H und N(v) = 1 gilt. In der Tat, da (—, —) nicht entartet ist, gibt es ein v # 0 mit der ersten
Eigenschaft, Reskalieren sichert die zweite Eigenschaft. Es gilt dann v* = —uv.
Wir zeigen nun die folgenden Behauptungen, wobei a,b,c,d € H:

{a + vb,c+ vdy = {a,c) + <{b,d), (4.31a)
(a + vb)* = a™ —vb (4.31b)

o = —pry* B2 —(vb)* (4.318) vb, (4.31c)

(a + vb)(c + vd) = (ac — db*) + v(cb + a*d). (4.31d)

(4.31a) folgt aus der Bilinearitit von (—, —) und folgenden Rechnungen: {(a,vd) = {ad*,v) = 0, {(vb,c) =
(v, eb*) = 0 sowie (vb,vdy = N(v){b,d) = <{b,d). (4.31b) folgt aus (4.29a): (vb)* = 2{vb, 1) — vb = 2{(b,v*) —
vb = —wvb. (4.31d) folgt aus folgenden Berechnungen sowie der Nicht-Entartetheit von (—, —).

(4.29a)

Ca(wd), t) “EY (od, oty PE 0 — (wt, a*dy “ 2V ¢t v(a*d))
(wb)e,t 2D (b, ey 2D ety CED 0 - e o) 2D (e, ) 2D (o(eb),
und
(wb)(wd), t5 “E _tub, twd)y “E 0 + wvd), thy “EY —tud, v(tb)y “EY N (), by “E (—ab*, b
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Definieren wir nun Z := H + vH := {z + vy|z,y € H}(c A), so ist die Abbildung
H — Z,(x,y) =z + vy

ein Vektorraumisomorphismus, denn es gilt H n vH = 0 (andernfalls géibe es a € A mit 1 = va mit a € H,

dann wére 1 = (1,1) = (va, 1) _(427) {v,a*) = 0 ein Widerspruch). Damit handelt es sich um eine surjektive

Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen der gleichen Dimension.
Die obigen Rechnungen zeigen, dass es sich iiberdies um einen Isomorphismus von *-Algebren handelt.[]

Dies liefert nun schnell den Satz von Hurwitz:

Beweis. (von Theorem 4.24) Sei A eine normierte Divisionsalgebra. Es gilt Ag := R < A. Falls R # A,
so enthilt A laut Satz 4.30 eine Algebra A;, die zu C = R/ isomorph ist. Falls A; & A so enthilt A eine
Algebra A,, die zu A] = C’ = H isomorph ist. Falls As & A, so gilt wiederum A3 ~ H' = O c A.
Angenommen Az ¢ A, d.h. Ay =S = O’ = A. Hierbei sind S die Sedenionen. Laut Ubungsaufgabe 4.12
gibt es in S jedoch Nullteiler, andererseits gibt es in der (normierten) Divisionsalgebra A keine Nullteiler. (Ein
alternatives Argument, das die konkrete Rechnung in den Sedenionen aus Ubungsaufgabe 4.12 vermeidet,
ist auch moglich, siehe [CS03, S. 70].) Dieser Widerspruch zeigt: aus As(= O) c A folgt bereits A5 = A. O

4.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.1. Vervollstindige die folgende Tabelle (mit Begriindung)
R C H (0}

reell
kommutativ
assoziativ
alternativ
gut normiert

Ubungsaufgabe 4.2. Sei A eine Algebra. Der Assoziator ist die Abbildung
AxAxA— A,

die ein Tripel abbildet auf
[z, 9, 2] := (2y)z — 2(yz).
Offensichtlich gilt: A ist genau dann assoziativ, wenn der Assoziator verschwindet, d.h. [z,y, z] = 0 fiir alle
x,y,z € A.
Sei nun A eine *-Algebra und A’ ihre Dickson-Konstruktion. Sei = (a,b) und 2’ = (a/,0") € A".
(1) Berechne [z,2*,2'] (d.h. den Assoziator in A’) in Termen von Assoziatoren der Elemente a,a’,b und b'.

(2) Gib hiermit einen erneuten Beweis von Satz 4.17 an.

Ubungsaufgabe 4.3. Sei A eine *-Algebra und A’ ihre Dickson-Konstruktion. Zeige: A ist gut normiert
genau dann, wenn A’ gut normiert ist.

Ubungsaufgabe 4.4. Sei A eine Algebra. Betrachte, fiir z € A die Linksmultiplikation und Rechtsmultipli-
kation, definiert als

L,:A— Ay—zy

R, :A— Ay— yx.

Zeige: die Abbildung
L:A—End(A),z— L,

ist eine lineare Abbildung. (Hierbei bezeichnet End(A) die R-linearen Endomorphismen von A, d.h. die
Algebrastruktur auf A spielt fiir End(A) keine Rolle).

Zeige: A ist assoziativ genau dann, wenn L ein Algebren-Homomorphismus ist. Hierbei ist die Multipli-
kation von End(A) die Komposition von Endomorphismen.
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Ubungsaufgabe 4.5. Wir bezeichnen die Basisvektoren von H wie folgt:

l,e; :=1d,eq:=j,e4 :=k.

(Achtung: nicht es.) Vervollstindige diese 4 Vektoren zu einer Basis {1,e1,es,...,e7} von O derart, dass
folgende Regeln gelten:
2
e; = —1,
62'6]‘ = —€j€i V’L # j,

€i€; = € = €i+1€54+1 = €41,
€i€j = € = €2{€2; = €2f.

Bei den letzteren beiden Gleichungen ist der Index jeweils modulo 7 zu verstehen, d.h. z.B. ejes = ey
impliziert esey = e;.

Zeige auBerdem, dass die obigen 4 Gleichungen, zusammen mit e;es = e4 die Multiplikation in O eindeutig
charakterisieren.

Ubungsaufgabe 4.6. Bestitige die Aussage in Lemma 4.8.
Ubungsaufgabe 4.7. Sei A eine alternative Algebra sowie z,y € A. Betrachte
Rz,y):= [V,

wobei der Durchschnitt iiber alle R-Untervektorréume V' < A lauft die die folgenden Bedingungen erfiillen: a)
RcV,b)L,(V)cV,c)L,(V)c V. (Hier ist L, die Linksmultiplikation mit z, siche Ubungsaufgabe 4.4).

Zeige: R{x,y) ist eine assoziative Unteralgebra von A. Wir nennen sie die von x und y erzeugte Unter-
algebra.

Ubungsaufgabe 4.8. Zeige, dass jede 4-dimensionale Unteralgebra A < O isomorph zu den Quaternionen
ist.

Tipp: es gibt (weshalb?) z,y € A derart, dass {1, z, y} R-linear unabhéngig sind. Wende Ubungsaufgabe 4.7.
auf R{z,y) c A an. Nutze Dimensionsargumente sowie den Satz von Frobenius.

Ubungsaufgabe 4.9. Sei A eine normierte Divisionsalgebra. Zeige fiir z,y € A:
<337 ym> + <$2, y> = 2<ma y><1’ .”L'>
Folgere die quadratische Gleichung (vgl. (3.5))
x? — 2z, 1)z + N(x) = 0.

Folgere, dass die Involution # = s; (Definition 4.22) A zu einer gut normierten *-Algebra macht.

4.4 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 4.10. Gib (neben R, C, H und O) weitere konkrete Beispiele von #-Algebren an.

Ubungsaufgabe 4.11. Ausgehend von der Nomenklatur der Basisvektoren 1, ey, ..., e7 wie in Ubungsaufgabe 4.5
vervollstdndige das folgende Schaubild wie folgt: fiir jeden Pfeil, der ausgehend von e; zu e; verlduft, trage
an der néchsten Ecke langs der Pfeilrichtung e;e; ein.
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Ubungsaufgabe 4.12. Die Sedenionen sind definiert als
S =0

d.h. die Dickson-Konstruktion angewendet auf die Oktonionen. Wir bezeichnen die Elemente (0,1) in der
Kette der Dickson-Konstruktionen mit ¢ € C, j € H, £ € O (wie iiblich) und e := (0,1) € S. Zeige

(i + je)(jl +ie) = 0.
Mit anderen Worten: die Sedenionen haben Nullteiler und sind insbesondere keine Divisionsalgebra.

Ubungsaufgabe 4.13. Zur Erinnerung: Die Signatur einer symmetrischen Bilinearform ist die Anzahl der
positiven Eigenwerte. Die Signatur einer quadratischen Form ist die Signatur der zugehérigen symmetrischen
Bilinearform. Bestimme die Signatur der Abbildung

A—-> R,z |z
wobei A = R, C, H, bzw. O.

Ubungsaufgabe 4.14. Charakterisiere die Eigenschaft einer Algebra alternativ zu sein in Termen der
Links- und Rechtsmultiplikation (vgl. Ubungsaufgabe 4.4).

Ubungsaufgabe 4.15. e Zeige, dass jede gut normierte *-Algebra A auch eine Kompositionsalgebra
ist, indem man
N(z) := zz*

setzt.

e Sei A = H, wie iiblich mit der Involution * gegeben durch Konjugation. Zeige, dass sich die Grund-
begriffe aus Definition und Lemma 3.3 (Realteil, Imaginirteil, etc.) ausschlieflich mit Hilfe dieser
Abbildung N (bzw. der hieraus abgeleiteten Bilinearform (—, —) definieren lassen.

Ubungsaufgabe 4.16. Wie kann man die 4 Fille im Satz von Hurwitz voneinander unterscheiden?
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