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Kapitel 0

Vorbemerkung

Dies sind im Entstehen begriffene Vorlesungsnotizen einer Vorlesung fiir Lehramtsstudierende an der Uni-
versitéit Miinster. Grundlegende Vorkenntnisse aus der Linearen Algebra und der Analysis, wie sie jeweils im
ersten und zweiten Semester erworben werden, sind fiir das Versténdnis des Stoffes hier notwendig.

e Das Ausrufezeichen-Symbol (!) weist auf Punkte hin, die im Nacharbeiten der Vorlesung beachtet @
werden konnen und sollten; oft sind dort einige kleinere Aspekte eines Begriffs zu wiederholen.

e Die drei Punkte am Rand stehen fiir Inhalte, die in der Vorlesung erklért werden. E

e Das Videozeichen am Rand verweist auf die Videoaufzeichnungen der Vorlesung. Video 21.04.20

®


https://wwu.zoom.us/rec/share/wtRYC--o82ZOGqfCx3yPcPIaM9rPaaa81SUd_vpfzUxIF36pwn2eHsX1xpzaCbPz
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Kapitel 1

Einleitung

Topologie ist ein Teilgebiet der Mathematik welches sich mit geometrischen Strukturen befasst, wobei das Video 21.04.20
Interesse nicht so sehr in der genauen Form der geometrischen Objekte liegt, sondern eher darin, ob sich @

z.B. zwei gegebene geometrische Objekte ineinander verformen lassen. Beispielsweise kann man — wie man

sagt, und wie wir im folgenden noch prézisieren werden, — eine Tasse mit einem Henkel stetig in einen Donut

verformen. Hingegen ist es zumindest intuitiv einleuchtend, dass zwei Kettenglieder (oder zwei Eheringe in

der iiblichen Darstellung) nicht voneinander gelost werden kénnen, ohne sie z.B. zu zerschneiden. Auerdem

ist es einleuchtend, aber wiederum gar nicht so leicht direkt zu beweisen, dass man einen Donut nicht stetig

in eine Kugel deformieren kann.

Algebraische Topologie ist ein Teilgebiet der Topologie, welches die obigen und weitere Fragen dieser Art
16st, indem man solchen geometrischen Objekten algebraische Informationen zuweist. Im einfachsten Fall
sind dies ganze Zahlen oder Vektorraume, aber auch andere algebraische Daten wie z.B. Gruppen.

Der Nutzen ist hierbei, dass diese algebraischen Daten leichter zu beschreiben sind, und mit ihrer Hilfe
gezeigt werden kann, dass gewisse topologische Probleme eine Losung oder eben keine Lésung besitzen.

All diese Ideen werden wir im folgenden kennen lernen. Wir werden

e die Frage prézisieren, was wir z.B. meinen, wenn wir behaupten, dass ein Donut nicht stetig in eine
Kugel deformiert werden kann,

e algebraische Grundbegriffe (wie z.B. den Begriff der Gruppe) kennen lernen,
e verstehen, wie wir geometrische Fragestellungen in algebraische Fragestellungen iibersetzen, und
e auf diesem Weg die obigen (und weitere) Fragen losen.

An dieser Stelle seien zunéchst zur Illustration einige Theoreme erwiihnt, die mit Mitteln der (algebrai-
schen) Topologie gezeigt werden konnen.

Den ersten Satz kennen wir bereits aus der Analysis-Vorlesung; an seinem Beispiel werden wir bald einige
topologische Grundbegriffe kennen lernen.

Theorem 1.1. (Zwischenwertsatz) Sei f : [0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) =: a¢ und f(1) =:b.
Fiir jedes y € [a,b] gibt es dann ein z € [0, 1] so, dass

flx) =y
gilt.
Ebenfalls aus der Analysis bekannt ist die sog. Peano-Kurve, eine Abbildung
f:10,1] - [0, 1]%,
die stetig und surjektiv ist. Sie ist jedoch nicht injektiv.
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Theorem 1.2. (Topologische Invarianz der Dimension) Es gibt keine stetige bijektive Abbildung
f+10,1] — [0,1]%.

Ein drittes Theorem, welches wiederum eher dem Zwischenwertsatz dhnelt insofern als beide Sétze die
Existenz der Losung einer Gleichung bzw. eines Gleichungssystems liefern:

Theorem 1.3. (Satz von Borsuk-Ulam) Es gibt auf der Erde stets zwei gegeniiberliegende Punkte, an denen
sowohl die Temparatur als auch der Luftdruck genau {ibereinstimmen.
Mit etwas formalerer Notation: gegeben seien zwei stetige Funktionen

fog:8%:={(z,y,zeR3 2> +9° + 22 = 1)} - R.
Dann gibt es (mindestens) einen Punkt (z,y, z) € S? mit

f((‘r7y72)) = f((_$7 -Y, _Z)) und g((x,y,z)) = g((—m, -y, _Z))

Frage 1.4. Gegeben ist eine Medaille, die an einem Halsband befestigt ist, sowie auflerdem zwei Nagel, die
in der Wand befestigt sind. Wie muss das Band um die Négel schlingen so dass:

e die Medaille nicht herunter fillt, aber

e sobald man den einen oder den anderen Nagel aus der Wand entfernt, fillt die Medaille jeweils herunter?

Diese Frage werden wir 16sen und griindlicher verstehen, indem wir das Konzept der sog. Fundamental-
gruppe einfithren. Die Idee hiervon ist folgende: betrachte die Ebene (als Modell fiir die Wand), aus der wir
zwei verschiedene Punkte p und ¢ (die Négel) entfernen:

X :=R\{p,q}-
Wir suchen eine Schleife vy (so wie z.B. das Band), die in X verlduft mit den Eigenschafen:

e ~ lisst sich nicht stetig zusammenziehen, sofern wir verlangen, dass im Zuge des Zusammenziehens die
Punkte p und ¢ nicht iibertreten werden diirfen. (Dies korrespondiert dazu, dass die beiden Négel das
Band aufhalten sollen.)

e - lésst sich stetig zusammenziehen, sobald wir erlauben dass im Zuge dessen p oder ¢ iibertreten wird
(d.h. wenn wir den Nagel bei p oder ¢ entfernen, fiillt das Band herunter).

Nach dieser ungemein praktischen Anwendung der algebraischen Topologie, die in jeder guten Hausmei-
sterausbildung eine Rolle spielt, hier eine innermathematische Anwendung;:

Theorem 1.5. (Fundamentalsatz der Algebra, siehe Kapitel 3fiir den Beweis) Sei

1

f(x) = ana™ + an—12™ "+ -+ ag
ein nicht konstantes Polynom, wobei die Koeffizienten ag,...,a, reelle oder sogar allgemeiner komplexe
Zahlen sind. Dann gibt es eine komplexe Zahl z € C mit
flx) =0.

Die Bezeichnung dieses Satzes als Fundamentalsatz der Algebra ist insofern irrefithrend als dass der Satz
rein innerhalb der Algebra, d.h. ohne Verwendung topologischer Eigenschaften der komplexen Zahlen, nicht
bewiesen werden kann. Wir werden einen Beweis kennen lernen, der aus den Methoden resultiert, mit dem
wir auch die anderen Fragen und Theoreme 16sen. Die Grundidee hierbei ist, die sog. Fundamentalgruppe
von R?\{0} zu berechnen. Diesen Begriff und auch Methoden die Fundamentalgruppe zu berechnen werden
wir zu gegebener Zeit griindlich entwickeln, im Moment sei nur die Ahnlichkeit zum Problem des Aufhéingens
der Medaille erwahnt.



Kapitel 2

Topologische Grundbegrifte

Um die Fragestellungen in der Einleitung iiberhaupt erst einmal prézise zu formulieren und spéter auch zu
bearbeiten, verschaffen wir uns in diesem Kapitel einiges Handwerkszeug.

2.1 Stetigkeit

2.1.1 Stetigkeit in R"

Das entscheidende Wort im Zwischenwertsatz (Theorem 1.1) und auch allen anderen Aussagen im vorigen
Kapitel ist das Wort “stetig”. In der Analysis-Vorlesung wird dieser Begriff wie folgt definiert:

Definition 2.1. Eine Funktion f : U — R™, wobei U c R" eine Teilmenge ist, heifit stetig an einem

fixierten Punkt x € U, wenn das sog. e-0-Kriterium gilt, d.h. wenn gilt:

fiir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0 so dass fiir jeden Punkt y € U mit |x — y| < § auch |f(z) — f(y)| < € gilt.
Die Funktion f heifit (iiberall) stetig, wenn sie an jedem Punkt x € U stetig ist.

Hierbei ist fir z = (21,...,2,) € R" (wie z.B. z =  — y, und analog fiir z = f(z) — f(y))
|2l =g f2t 4o 4 2
Ebenfalls bekannt ist folgende Sprechweise:
Definition 2.2. Sei z € R™ und € > 0. Die Teilmenge
Be(x) :={ye R", [z —y[ < ¢}
heifit e-Ball um z oder auch e-Umgebung von z.

Fiir den Fall, dass wir Stetigkeit von Funktionen betrachten wollen, die nicht auf ganz R™ definiert sind,
erginzen wir dies durch folgende Definition:

Definition 2.3. Sei V < R" eine Teilmenge sowie x € V. Der e-Ball um x in V ist die Teilmenge

B (z,V) := B(x)n V.
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Mit dieser Sprechweise kann Definition 2.1 auch folgendermaflen formuliert werden: f : V. — R™ ist
genau dann stetig, wenn fiir jeden Punkt z € V und jede e-Umgebung B.(f(z))von f(z) (mit beliebigem
€ > 0) es eine §-Umgebung Bs(z, V) von z in V gibt (mit geeignetem 6 > 0) so dass

Bs(z,V) < fH(Be(f())). (2.4)

In der Tat: diese Inklusion bedeutet, dass jedes y € V mit |z —y| < ¢ in f~Y(B(f(x))) liegt, d.h. f(y) €
B.(f(x)), d-h. |f(x) - f(y)] < e.

Stetigkeit (welche ja die Schliisselvoraussetzung in Theorem 1.1 ist!) ist also eine Eigenschaft, die nur iiber
die e-Umgebungen charakterisiert werden kann. Diese Umformulierung ist immer noch ein wenig sperrig, wir
definieren daher:

Definition 2.5. Sei V < R" eine Teilmenge. Wir nennen eine Teilmenge U < V offen in V, wenn gilt: fiir
jedes x € U gibt es ein € > 0 so dass die gesamte e-Umgebung noch in U enthalten ist, d.h. so, dass

B (z,V)cU

gilt.
Der Radius € darf (und wird in aller Regel) von dem Punkt 2 € U abhéngen. Falls V = R", so sagen wir
nur kurz, dass U offen ist (d.h. offen bedeutet offen in R™).

Lemma 2.6. Sei V < R" eine Teilmenge und f : V' — R™ eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:

(1) f ist stetig (im Sinne der Definition 2.1 oder auch im Sinne der obigen dquivalenten Umformulierung
mittels der e-Bille).

(2) Fiir jede offene Teilmenge U < R™ ist das Urbild f~1(U) offen in V' (im Sinne der Definition 2.5).
In kurzen Worten: eine Funktion ist stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen wieder offen sind.

Beweis. (1) = (2): Sei U ¢ R™ offen. Wir zeigen, dass f~1(U) in V offen ist. Sei hierzu v € f~1(U), d.h.
f(v) € U. Da U offen ist, gibt es einen e-Ball B.(f(v)) < U (fiir geniigend kleines ¢ > 0). Anwenden von f~1
liefert die Inklusion

FTHB(f() = fHU).
Nach dem e-§-Kriterium fiir Stetigkeit (in der Formulierung um (2.4)) gibt es ein § > 0 so dass Bs(v,V)
FY(B(f(v))) und damit insgesamt
Bs(v,V) < fH(U).

Folglich ist f~1(U) offen.

(2) = (1): Wir zeigen, dass f in einem beliebigen Punkt = € V' e-d-stetig ist. Sei hierzu € > 0. Das Urbild
von B(f(x)) ist offen (und enthilt z), d.h. es gibt eine in V offene Umgebung f~!(B.(f(x)) > U 3 x. Nach
Definition der offenen Mengen gibt es also ein 6 > 0 so dass U © Bs(x,V)(3 z). Wir erhalten also genau die
Bedingung in (2.4). O

2.1.2 Stetigkeit in topologischen Ridumen

Definition 2.1 ist fiir die Belange der Analysis gut geeignet, nicht jedoch so sehr fiir die Topologie, wo der
genaue Abstand zweier Punkte nicht so relevant ist. Lemma 2.6 gibt eine Umformulierung der Stetigkeit
einer Funktion, die sich sehr weitreichend verallgemeinern lasst. Wir halten hierzu folgende Eigenschaften
offener Mengen (im Sinne von Definition 2.5) fest:

Lemma 2.7. (1) ¢, R" sind offen (in R"),

(2) Falls U, U’ offen sind, so ist es auch U n U".

(3) Falls U; offene Mengen sind, wobei i € I eine beliebige Indexmenge durchléuft, so ist auch | J,.; U; offen.
Beweis. Wir zeigen nur den dritten Punkt, die iibrigen beiden sind eine Ubungsaufgabe(!) . Seien die U;

offen und z € J,.; U;. Es gibt dann ein ¢ € I so dass = € U; liegt. Da dieses U; offen ist, enthélt U; noch

ier Vi
einen Ball: B.(x) c U fiir ein € > 0. Es folgt dann B.(z) c |J,c; Ui, d.h. die Vereinigung der U; ist ebenfalls

offen. O
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Dieses Lemma motiviert folgendes:

Definition 2.8. Sei X eine Menge. Eine Topologie % ist eine Menge von Teilmengen von X, so dass
folgendes gilt:
(1) ge%, Xeu,

(2) fiir beliebige U, U’ € % ist auch U n U’ € %, und

(3) fiir beliebige U; € % , wobei i € I eine beliebige (mdglicherweise unendliche!) Indexmenge durchléuft, ist

auch
e
iel
wieder in % .
Man bezeichnet die Elemente in %7 auch als offene Mengen, wobei dies in dieser Allgemeinheit nur eine
Sprechweise darstellt. Mit dieser Sprechweise kann man sagen: die leere Menge sowie ganz X miissen “offen”
sein, der Durchschnitt zweier “offener” Mengen ist wieder offen und beliebige Vereinigungen “offener” Mengen
sind wieder offen. Man nennt eine Teilmenge Z < X abgeschlossen, wenn ihr Komplement X\Z “offen” ist,
d.h. wenn X\Z in % liegt.
Ein topologischer Raum ist eine Menge X, die mit einer Topologie % versehen ist. Um die Wahl der
Topologie zu betonen schreiben wir auch (X, %), ansonsten kurz einfach nur X, wenn aus dem Kontext klar
ist, welche Topologie % gemeint ist.

Bemerkung 2.9. Lemma 2.7 besagt also gerade, dass die Mengen, die wir in Definition 2.5 als “offen”
bezeichnet haben, in der Tat eine Topologie auf R™ bilden. Man nennt sie die metrische Topologie auf R™
(oder auch umgangssprachlich die “iibliche” Topologie).

Man priift nach(!) , dass das sog. offene Intervall

(a,b0):={zeR,a<z<b}

(fiir @ < b) eine offene Teilmenge im Sinn dieser Topologie ist. Ebenso ist das abgeschlossene Intervall
[a,0] ={reR,a<z <z}

abgeschlossen (im Sinn dieser Topologie).

Beispiel 2.10. Sei X eine Menge (die noch nicht mit einer Topologie versehen ist). Wir kénnen X dann
mit zwei (verschiedenen) Topologien ausstatten; die erste kommt in Anwendungen immer mal wieder vor,
die zweite ist eher pathologisch. Die diskrete Topologie ist dadurch gegeben, dass alle Teilmengen von X
offen sind.

Die Klumpentopologie ist dadurch gegeben, dass nur die Teilmengen ¢ und X offen sind.

Man priift sofort nach(!) , dass es sich in der Tat jeweils um eine Topologie handelt.

Definition und Lemma 2.11. Sei (X, %) ein topologischer Raum sowie A ¢ X eine Teilmenge. Die Teil-
raumtopologie besteht aus den Teilmengen von A, die von der Form

UnA

sind, wobei U € % .
Dies definiert eine Topologie (auf A). Anders gesagt: eine Teilmenge in A ist in dieser Topologie offen
genau dann, wenn es eine offene Menge U ¢ X (d.h. U € %) gibt, so dass

V=UnA
gilt.

Beweis. Wir iiberpriifen z.B. die Bedingung in (3) in Definition 2.8: wenn V; in A offen ist gibt es also nach
Definition ein U; ¢ X, welches (in X) offen ist mit V; = U; n A. Dann gilt

Uvi=Jwina) = <UU> nA.

Video 24.04.20
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Die Vereinigung die rechts steht ist nach Definition einer Topologie (angewandt auf die gegebene Topologie
%) offen, d.h. nach Definition der Teilraumtopologie ist der gesamte Ausdruck offen in A. Die iibrigen
Bedingungen in der Definition priift man ebenso nach(!) . O

Beginnen wir mit der iiblichen Topologie auf R™ und statten wir eine Teilmenge V' < R"™ mit der
Teilraumtopologie aus, so sind die offenen Mengen in dieser Teilraumtopologie genau die Mengen, die im
Sinne von Definition 2.5 offen in V sind.

Ein iibliches Vorgehen in vielen mathematischen Gebieten ist es, neben den Objekten, die einen inter-
essieren, Abbildungen festzulegen, die die Struktur der Objekte bewahren. In der linearen Algebra sind
dies Vektorrdume zusammen mit linearen Abbildungen. In der Topologie sind dies topologische Raume mit
stetigen Abbildungen in folgendem Sinn:

Definition 2.12. Seien X,Y topologische Riume und f : X — Y eine Abbildung (von Mengen). Wir
nennen f stetig, wenn fiir jede offene Teilmene U — Y das Urbild f~(U) in X offen ist.

Stetigkeit im Sinne von Definition 2.12 ist also nach Lemma 2.6 dquivalent zur e-§-Definition der Stetigkeit
in Definition 2.1. Der Zugang via Definition 2.12 ist auf der einen Seite wesentlich allgemeiner, da er auf
beliebige topologische Rdume anwendbar ist, und in manchen Situationen auch deutlich bequemer, siehe
z.B. Ubungsaufgabe 2.6.

2.2 Kompaktheit, Zusammenhang und HomG6omorphie

Notation 2.13. Wie iiblich bezeichnet [a,b] := {x € R,a < z < b} das abgeschlossene Intervall. Wann
immer wir diese Notation verwenden, ist implizit vorausgesetzt, dass a,b € R und a < b. Gleiches gilt fiir
das offene Intervall (a,b) := {x € R,a <z < b}.

In diesem Abschnitt mochten wir grundlegende topologische Eigenschaften eines abgeschlossenen Inter-
valls
[a,b] c R

verstehen.
Aus der Analysis bekannt ist der Satz von Bolzano-Weierstraf3: Jede beschrinkte Zahlenfolge (x,)nen

Damit hat jede Zahlenfolge (z,,) < [a, b]

der iiberdies wieder in [a, ] liegt. Beachte, dass diese Aussage (jede Zahlenfolge hat eine konvergente Teil-
folge, deren Grenzwert wieder in der Teilmenge liegt) fiir folgende Mengen nicht erfiillt ist(!) :

e (a,b) (mit a,b € R) — der Grenzwert muss nicht in (a,b) liegen
e R — es muss keine konvergente Teilfolge geben.

Wir suchen eine Charakterisierung dieser besonderen Eigenschaft von [a, b], die lediglich die Begriffe “offene
Mengen” (und keine Zahlenfolgen oder deren Konvergenz) erwiahnt. Wir werden hierzu in Kiirze den Begriff
der Kompaktheit einfithren und den folgenden Satz beweisen:

Theorem 2.14. (Satz von Heine—Borel) Eine Teilmenge A < R™ ist kompakt genau dann wenn sie be-
schrinkt und abgeschlossen ist.

Insbesondere besagt der Satz also, dass [a,b] € R kompakt ist, was fiir unsere weiteren Untersuchungen
ganz wesentlich ist, zum Beispiel werden wir dies benutzen, um die Windungszahl rigoros zu definieren
(83.1.3). Wie {iblich heifit eine Teilmenge A ¢ R™ hierbei beschrinkt, wenn es einen Radius R » 0 gibt, so
dass A c Bg(0) gilt, d.h. A ist in einem hinreichend grofien Ball enthalten.

Wir stellen aulerdem eine weitere Frage: was unterscheidet das Intervall I := [0, 1] von der Vereinigung

J:=1[0,1] u[1,2]?
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Die Antwort auf diese Frage soll derart sein, dass sie nur die Worte “topologischer Raum” und “offene
Mengen” enthilt: wir suchen also nach einem Ausdruck fiir die offensichtliche Tatsache, dass J sich als
disjunkte Vereinigung der beiden Teilintervalle [0, 1] und [1, 2] schreiben lésst. Beide Teilintervalle sind in .J
offen(!) .

Schreiben wir hingegen I als disjunkte Vereinigung z.B.

1 1

I =0, 5]

so stellen wir fest, dass (1,1] in I offen ist(!) , hingegen [0, 2] in I nicht offen ist.

Definition 2.15. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn es nicht méglich ist X als
disjunkte Vereinigung zweier offener nichtleerer Teilmengen zu schreiben. Aquivalent: falls U,V < X offen
mit U uV = X, so ist entweder U = J oder V = .

Der obige Raum J ist also nicht zusammenh#ngend. Es ist oft einfacher zu zeigen, dass ein topologischer
Raum nicht zusammenhéngend ist, als zu zeigen, dass ein Raum zusammenhéngend ist.
Wir werden folgenden Satz beweisen:

Satz 2.16. Eine Teilmenge A c R ist genau dann kompakt und zusammenhéngend, wenn sie von der Form
A = [a,b] ist (mit geeigneten a,b € R).

Wir kénnen nun den Zwischenwertsatz (Theorem 1.1) noch einmal etwas schirfer formulieren und als
unmittelbare Folgerung aus den obigen Tatsachen ziehen:

Folgerung 2.17. (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann hat die Menge

{f(@)|z € [a,b]}

ein Minimum m € R sowie ein Maximum M € R. (Man sagt auch “f nimmt ihr Minimum m und ihr
Maximum M an”.) Ferner gibt es fiir jedes y € [m, M| (wenigstens) ein z € [a, b] mit

fx)=vy.

Beweis. Das Intervall [a, b] ist nach Satz 2.16 kompakt und zusammenhéngend. Da f stetig nach Voraus-
setzung stetig ist, ist auch f([a,b]) = {f(z)|z € [a,b]} kompakt und zusammenhéngend (dies werden wir in
Ubungsaufgabe 2.15 zeigen; diese Aussage ist deutlich einfacher zu zeigen als die Aussage von Satz 2.16).
Wiederum nach Satz 2.16 (hier wenden wir die umgekehrte Richtung an!) ist f([a,b]) von der Form [m, M]
fiir gewisse m < M € R.. Dies ergibt sofort die Behauptungen des Satzes. O

2.2.1 Kompaktheit

Kompaktheit wird von den meisten Autoren als Kombination zweier Eigenschaften definiert; die erste Bedin-
gung ist die folgende, und dient eher dazu, gewisse pathologische Sonderfélle nicht immer wieder betrachten
zu miissen:

Definition 2.18. Ein topologischer Raum X heifit Hausdorff-Raum, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
fir alle z,y € X, x # y gibt es offene Mengen U,V € X sodassz € U, ye V und U nV = .
Man sagt dann auch, dass man Punkte mit offenen Mengen voneinander trennen kann.

Beispiel 2.19. e R" ist Hausdorffsch: fiir z # y in R™ koénnen wir ein r wihlen mit 0 < r < ‘wgyl.

Dann sind die Umgebungen B,.(x) und B, (y) disjunkt wegen der Dreiecksungleichung.

e Ein Teilraum (mit der Teilraumtopologie) eines Hausdorff-Raums ist stets Hausdorffsch(!) .

e Die diskrete Topologie ist auf jeder Menge Hausdorffsch, die Klumpentopologie ist nur auf der leeren
und einer einelementigen Menge Hausdorffsch.

®
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Nun zum Kern des Begriffs der Kompaktheit. Ganz grob kann man sagen, dass Kompaktheit ein Endlich-
keitsbegriff ist, ungefdhr vergleichbar damit, dass eine Menge endlich ist oder dass ein Vektorraum endlich-
dimensional ist. Die Definition ist die folgende:

Definition 2.20. e Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung ist eine Menge von offenen
Teilmengen U; < X, wobei i € I eine (moglicherweise unendliche) Indexmenge durchliuft mit der
Eigenschaft, dass

x={Ju.

iel
D.h. jeder Punkt in X liegt in wenigstens einer der offenen Teilmengen. Man sagt auch, dass die U;
den Raum X iiberdecken.

e Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er Hausdorflsch ist (Definition 2.18) und es fiir jede offene
Uberdeckung X = \J; Ui eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h. eine endliche Teilmenge J < I mit
der Eigenschaft, dass

x=Ju

e

gilt.
Beispiel 2.21. e Falls ein Raum X nur endlich viele Punkte hat, ist er kompakt.

e Der Raum X := {0} u {1|n € N} c R, versehen mit der Teilraumtopologie ist kompakt: sei X =
JU; eine offene Uberdeckung. Sei U, die offene Menge dieser Uberdeckung, die 0 enthélt. Laut
Ubungsaufgabe 2.11 enthilt U, fast alle, d.h. alle bis auf endlich viele Elemente von X. Die iibrigen
Elemente sind in endlich vielen weiteren U; enthalten. Also hat jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung.

Um zu zeigen, dass ein topologischer Raum X nicht kompakt ist, geniigt es eine offene Uberdeckung
X = UU; zu finden, so, dass X nicht durch endlich viele der U; tiberdeckt werden kann. Umgekehrt ist
es meist schwieriger, zu zeigen, dass ein gewisser Raum kompakt ist: hierzu muss man eine beliebige of-
fene Uberdeckung betrachten und fiir sie eine endliche Teiliiberdeckung sicherstellen, d.h. in vielen Féllen
auf gewisse Weise konstruieren. Diesen Unterschied in der Schwierigkeit sehen wir an folgenden wichtigen
Beispielen.

Beispiel 2.22. e R” ist nicht kompakt: als offene Uberdeckung wihle z.B.

R" = | B.(0),

reN

d.h. wir schopfen R"™ durch Bélle mit Radius r aus. Es gibt jedoch keine endliche Teiliiberdeckung:
jede endliche Vereinigung
S:= B (0)uB,,(0)u...B.(0)

fiir gewisse r1,...,7, € N (mit einer endlichen Anzahl k) ist nicht ganz R", denn Punkte, deren
Abstand zu 0 grofer als max(ry,...,rg) ist, liegen nicht in S.

e Ein offenes Intervall (a,b) ist ebenfalls nicht kompakt (Ubungsaufgabe 2.13).
Satz 2.23. Ein abgeschlossenes Intervall X = [a,b] ist kompakt.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: wenn X nicht kompakt wiire, giibe es eine offene Uberdeckung
X = ,e; Ui, die keine endliche Teiliiberdeckung hétte.
Wir konstruieren nun eine Folge von Intervallen

XZZXoDXl DXQD

mit den folgenden Eigenschaften:


https://wwu.zoom.us/rec/share/9O1vd4ro2V1LfIXK5xrzVJYmDqfjaaa823McrKIKzkahZWNz3Q4uQTV4LyFT2J-Q
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(1) jedes Intervall Xy ist die linke oder die rechte Hilfte des vorangegangenen Intervalls X,

(2) die Uberdeckung der Intervalle
Xy, = Wi 0 Xy) (2.24)
iel

haben keine endliche Teiliiberdeckung (fiir & = 0 ist dies genau die Annahme, die wir zum Widerspruch

fithren wollen).
Wir fithren die Konstruktion induktiv durch: wenn Xg,..., X} mit den obigen Eigenschaften konstruiert
sind, withlen wir X}, wie folgt: die Uberdeckung von X}, in (2.24) hat keine endliche Teiliiberdeckung, d.h.
dies ist auch fiir die linke oder fiir die rechte Hélfte von X}, richtig (eventuell auch fiir beide Hélften). Diese
Hiélfte bezeichnen wir mit X1 1.

Mit dieser Folge der Intervalle konnen wir insbesondere einen Punkt xj € X, fiir alle £ > 0 wéhlen und
die Folge (x)ren hat wegen der Vollsténdigkeit von R einen Grenzwert x, der a priori in R liegt, aber wegen
der Konstruktion sogar in ﬂkzo X, liegt. Dieser Punkt « liegt in einem der U;. Da U; offen ist, liegt eine
geniigend kleine Umgebung von z in U;, d.h. es gibt € > 0 so dass B.(z, X) c U;. Die Lingen des Intervalls
X, ist b;—k,“, da die Intervalle sich jeweils halbieren. Fiir £ » 0 ist also b;—ka < € und fiir diese k gilt also
Xj € Be(z, X) und damit insgesamt

Xy € B(z, X) c U,.

Insbesondere hat die Uberdeckung (2.24) (fiir diese k) eine endliche Teiliiberdeckung, nimlich sogar eine,
die aus einer einzigen offenen Menge besteht. Dieser Widerspruch zeigt, dass X kompakt ist. O

Allgemeiner gilt folgender Satz, dessen Beweis eine Ubungsaufgabe ist (Ubungsaufgabe 2.14):

Satz 2.25. Eine “Box”
B = [al,bl] X [ag,bg] X ... [an,bn] cR"

ist kompakt.

Wir erhalten nun eine Halfte des Satzes von Heine—Borel als Folgerung aus einem kleinen Lemma:

Lemma 2.26. Wenn X ein kompakter topologischer Raum ist und A < X abgeschlossen, so ist auch A
kompakt (wie iiblich mit der Teilraumtopologie versehen).

Beweis. Sei A = |J,.; U; eine offene Uberdeckung. Nach Definition der Teilraumtopologie gibt es dann
offene Teilmengen V; ¢ X mit U; = A n V;. Das Komplement Vj := X\A ist ebenfalls offen in X (da A
abgeschlossen). Also ist

X:%UUW

eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X hat sie eine endliche Teiliiberdeckung:
X =Vo ulU;es Vi (J I endliche Teilmenge). Damit ist

A=XmA=(VOmA)uU(VimA)=QuUUi
icJ icd
eine endliche offene Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung 2.27. Eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge A < R™ ist kompakt.

Beweis. Da A beschrénkt ist, ist A in einer Box B (wie in Satz 2.25) enthalten. Diese Box B ist kompakt. Fer-
ner ist A nach Voraussetzung abgeschlossen in R", also auch abgeschlossen (beziiglich der Teilraumtopologie)
in B. Nach Lemma 2.26 ist also auch A kompakt. O

Die folgende Aussage ist die Umkehrung von Folgerung 2.27 und beendet den Beweis des Satzes von
Heine-Borel (Theorem 2.14):

Satz 2.28. Sei A ¢ R"™ eine Teilmenge die (mit der Teilraumtopologie versehen) kompakt ist. Dann ist A
beschrankt und abgeschlossen.
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Beweis. Die Tatsache, dass A beschrénkt sein muss, ist eine Ubungsaufgabe #hnlich zu Beispiel 2.22. Die
Tatsache, dass A abgeschlossen ist, ist eine Folgerung aus Lemma 2.29. Dieses Lemma ist anwendbar, denn
Beispiel 2.19 besagt dass R™ Hausdorffsch ist und damit der kompakte Teilraum A ¢ R™ abgeschlossen ist.[]

Lemma 2.29. Sei X ein Hausdorfl-Raum, A c X ein Teilraum, der (wie immer mit der Teilraumtopologie
versehen) kompakt ist. Dann ist A eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweis. Wir zeigen, dass das Komplement U := X\ A offen ist. Es geniigt hierzu zu zeigen, dass es fiir jeden
Punkt u € U eine offene Umgebung V,, 3 u gibt, die in U enthalten ist: dann ist U = oy Va eine (i.d.R.
unendliche) Vereinigung offener Mengen und damit offen.

Fiir jedes a € A gibt es nach Voraussetzung disjunkte offene Umgebungen W, 3 a und S, 3 u. Die
offene Uberdeckung A = Uaea(Wa n A) hat nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung, sagen wir
A = Uuear(Wa n A) mit einer endlichen Teilmenge A’  A. Die Teilmenge V, := (), Sa enthélt u, ist(!)
disjunkt zu A, ist als endlicher Schnitt offener Mengen wieder offen, erfiillt also die Anforderungen, die wir
eingangs gestellt haben. O

2.2.2 Zusammenhang

Wir halten zunéchst fest, dass ein Raum X genau dann zusammenhéingend ist, wenn jede sowohl abgeschlos-
sene als auch offene Teilmenge A < X entweder & oder der ganze Raum X ist: das Komplement X\ A ist
dann ebenfalls offen und X = A 1 (X\A) ist eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teilmengen.

Satz 2.30. Die folgenden Teilmengen von R sind zusammenhingend:

Beweis. Wir schreiben I fiir einen dieser Rdume. Angenommen I = UuV ist eine Zerlegung in zwei disjunkte,
nicht-leere, offene Teilmengen von I. Wahle v € U und v € V. Indem wir ggf. w und v vertauschen, kénnen
wir annehmen dass v < v. Sei s := inf{x € V,z > u}. Da die Menge {x € V,z > u} zumindest v enthélt und
die Elemente in der Menge alle groflier als u sind, gilt

V=82 U.

Daraus folgt s € I (in allen Féllen I = (a, b) usw., die wir betrachten). Wir betrachten die beiden moglichen
Félle:

e Falls s € U: da U offen ist, und somit ein ganzer e-Ball um s noch in U liegt, liegen in U auch Elemente
von V, im Widerspruch zu U n'V = (.

e Falls se V:da V in I offen ist, gibt es ein €; > 0 so dass B, (s,I) in V. Wegen s ¢ U ist €3 := s—u > 0.
Es gilt
{seR,s' <s,|s —s|<e}cl.

Sei € := min(ey, €2). Fiir alle s’ < s mit |s — 5’| < € gilt dann s’ € V. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl
von s. O

Wir beweisen nun die versprochene Charakterisierung der kompakten und zusammenhéngenden Teilmen-
gen in R (Satz 2.16).


https://wwu.zoom.us/rec/share/zvd6EYqs_2JLSc_06Fj_fr88Hdjjeaa80CRPq_QKmh5AqenaHyYfsRtRDPAGUVlj?startTime=1588659098000
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Beweis. Wir wissen aus Satz 2.30 und Satz 2.23, dass [a,b] kompakt und zusammenhéngend ist. Sei nun
umgekehrt A ¢ R kompakt und zusammenhéngend.

Wir zeigen zuniichst, dass fiir alle a,b € A mit a < b auch alle reellen Zahlen z € R mit a < z < b
ebenfalls in A liegen. Wenn = ¢ A wire, so ist

A={reAlr<z}u{reAr>uz}

eine Zerlegung in disjunkte (wegen r ¢ A) offene (nach Definition der Teilraumtopologie) nicht-leere (da sie
jeweils a bzw. b enthalten) Teilmengen. Dieser Widerspruch zeigt die obige Behauptung.

Da A kompakt ist, ist es nach dem Satz von Heine-Borel (Theorem 2.14) beschriankt und abgeschlossen.
D.h. M := sup{xz € A} ist eine reelle Zahl, die iiberdies in A liegt (da A abgeschlossen). Ahnlich gilt
m := inf{x € A} € A. Wegen der obigen Behauptung folgt dann

A = [m, M].

2.2.3 Homdomorphie

Definition 2.31. Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Raumen heifit Homdomorphismus i
wenn es eine stetige Abbildung
g:Y - X

gibt, so dass
gof=1idx und fog=idy,

d.h. g(f(z)) = « fiir alle x € X und f(g(y)) =y fiir alle y € Y.
Man sagt, X und Y sind homdomorph, wenn es einen Homdomorphismus f : X — Y gibt.

Beispiel 2.32. e Die Abbildung
1
f:(0,1) - (1,00) :={x e R,z > 1},x — —
x
ist ein Hom6omorphismus. In der Tat,

1
g(laoo)_)(ovl)ay'_)g

ist ebenfalls stetig und es gilt f(g(y)) =y, g(f(x)) = x fur alle z, y.

e Man konstruiert auf d&hnliche Weise(!) einen Homéomorphismus @

f:(a,b) > R.

e In Ubungsaufgabe 2.9 etablieren wir einen Homsomorphismus

S™{(1,0,...,0)} — R™.

e Es gibt keinen Homgomorphismus [a, b] — R, dies geht aus Lemma 2.34 hervor und der Tatsache, dass
[a, b] kompakt ist, R jedoch nicht (beides nach Heine-Borel, Theorem 2.14).

e Es gibt keinen Hom&omorphismus
St — [a, b].

Dies koénnen wir zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht beweisen (beide Rédume sind kompakt und auch
zusammenhéingend, so dass Lemma 2.34 uns nicht weiter hilft), sondern benétigen eine feinere Invari-
ante, ndmlich die Fundamentalgruppe: wir werden zeigen, dass die Fundamentalgruppen beider Rdume
verschieden sind und es daher keinen Homéomorphismus geben kann.
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e Ebenfalls gibt es keinen Homdomorphismus

R\{p1,....p} = B\ {a1, ., qm},

wobei p; € R? jeweils paarweise verschiedene Punkte und qj € R? ebenfalls paarweise verschiedene
Punkte sind und n # m ist. ! Auch dies werden wir erst mit Hilfe der Fundamentalgruppe zeigen
konnen. Hierzu eine kleine Vorschau: mit Hilfe des Satzes von van Kampen (siehe Kapitel 3)werden
wir die Fundamentalgruppen berechnen. Wir werden die sog. freien Gruppen mit n bzw. m Erzeugern
erhalten. Im Fall n # m sind diese voneinander verschieden, daher (wie wir ebenfalls erst noch sehen
werden) konnen die Réume nicht homdomorph sein.

Bemerkung 2.33. Sei f: X — Y stetig und bijektiv. Sei g : Y — X die Umkehrabbildung von f. (Es gilt
also go f =idx, fog =1idy). Dann sind &quivalent:

e g ist stetig
e f ist ein Hom6omorphismus
e f ist eine offene Abbildung, d.h. f(U) ist offen fiir alle offenen Teilmengen U c X.

In der Tat, die ersten beiden Aussagen sind genau nach Definition dquivalent. Die erste ist dquivalent zur
dritten, da
FO) = FFHAO) = g7 (FHFW)) = g7 ().

Damit ¢ stetig genau dann wenn f offen ist.

Wenn zwei topologische Rdume X, Y homéomorph sind, sind sie fiir die Belange der Topologie quasi
nicht zu unterscheiden, und alle topologischen Eigenschaften die X hat, hat auch Y:

Lemma 2.34. Sei f: X — Y ein Homdomorphismus.
(1) X ist genau dann kompakt, wenn Y kompakt ist.

(2) X ist genau dann zusammenhéngend, wenn Y zusammenhéingend ist.

Beweis. Wir zeigen nur (1), die zweite Aussage ist eine Ubungsaufgabe(!) .

Wir zeigen die Implikation “=7: sei X kompakt. Um zu zeigen, dass Y Hausdorffsch ist, seien y; # o
in Y. Dann ist o1 := f~!(y1) # 22 := f~!(y2). Da X Hausdorffsch ist, gibt es Uy 3 z1, Uy 3 x5 (offene
Teilmengen in X) mit U; n Uz = . Dann ist auch f(Uy) n f(Uz) = & (da f injektiv ist). Da f offen ist,
handelt es sich bei f(U;) und f(Us) um offene Umgebungen von f(x1) = y; und ys. Also ist Y Hausdorffsch.

Sei nun Y = | J,.; Vi eine offene Uberdeckung. Dann ist

x=r'm=s'w=u
i€l U %

=:Ui

1 VerhiltnisméBig elementarer ist folgende Tatsache: im Fall n = m gibt es einen Homdomorphismus

R’Q\{plv' . 7p77«} - R2\{q17' . 7q’"«}

Um diesen zu konstruieren benutzen wir die Tatsache, dass es fiir 1 < -+ < z, € R einen Homdomorphismus
p:R—>R

gibt, der zj, auf k abbildet (z.B. eine stiickweise lineare Abbildung).

Um die obige Behauptung zu sehen, kann man annehmen, dass g, = (0, k) fiir kK = 1,...,n (nutze hier, dass die Kompositionen
und Inverse von Homdomorphismen wieder Hom&omorphismen sind.) Es gibt dann eine Gerade L durch 0 mit der Eigenschaft,
dass die orthogonale Projektion der Punkte pi,...,pn auf die Gerade jeweils alle verschieden sind. Die Drehung um den
Ursprung, die die Gerade L auf die x-Achse abbildet ist ein Hom&omorphismus, wir kénnen daher annehmen, dass die obige
Eigenschaft fiir die z-Achse gilt. Schreibe py = (xk, yx ), dann gilt also dass die xj, alle paarweise verschieden sind. Wihle einen
Homoomorphismus ¢ : R — R, der x > k erfiillt. Dann ist ¢ x id : R? — R? ein Hom&omorphismus, der p; auf (k, yi)
abbildet. Es gibt ferner einen Homomorphismus v : R? — R?2, der die z-Koordinate aller Punkte festhilt und (k,yg) auf
(k,0) abbildet. Auf diese Weise erhalten wir einen Homdomorphismus von R2, der pj, auf (k,0) abbildet. Durch Einschrinken
erhalten wir einen Homéomorphismus

R2\{p1, oo 7pk} - R2\{(170)7 cees (kr 0)}
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eine Uberdeckung von X. Da f stetig ist, ist es eine offene Uberdeckung. Wegen der Kompaktheit von X
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt eine endliche Teilmenge J c I mit

X=f51w)=u.
ieJ
Da f nach Bemerkung 2.33 offen ist, ist auch
Y =fx)=Jrwy=v
ieJ ieJ

eine offene Uberdeckung. Damit haben wir eine endliche Teiliiberdeckung zur obigen Uberdeckung gefunden,
Y ist also kompakt.

Die Implikation “<” folgt hieraus: sei Y kompakt. da f ein Homdomorphismus ist, ist es auch f~!:Y —
X. Wenden wir nun die bereits gezeigte Implikation “=” auf f~' an, erhalten wir die Kompaktheit von X .0

Zum Schluss dieses Kapitels noch ein paar meta-mathematische Anmerkungen zum Begriff des Homéomorphismus.Ji
Dieser nimmt folgende Rolle ein:

Abbildungen zwischen

Objekte Objekten Isomorphismen
f
<~ : _
XY FiX oY X?,letfog—ld7
gof=id
Mengenlehre | Mengen beliebige Abbildungen Bijektionen
Lineare k-Vektorrdume k-lineare Abbildungen ISOH}OI‘phlSIHeIl von Vek-
Algebra torraumen
. topologische . . .. .
Topologie Réume stetige Abbildungen Homo6omorphismen

In jedem dieser mathematischen Gebiete ist der Isomorphiebegriff absolut grundlegend: Bijektionen von
Mengen (endlich oder auch unendlich) liefern uns den Begriff der Kardinalzahl. Isomorphismen von Vek-
torrdumen sind fiir die lineare Algebra ebenso grundlegend. Die Frage: “Wann sind zwei gegebene topologi-
sche Rdume homoomorph?” ist genauso grundlegend, wenn es auch keine so zufriedenstellende Antwort gibt
wie die Tatsache, dass zwei Vektorrdume genau dann isomorph sind, wenn ihre Dimension {ibereinstimmt.

Ein weiterer wichtiger technischer Unterschied besteht auch insofern, dass eine bijektive stetige Abbildung
f: X — Y nicht automatisch ein Homéomorphismus ist (Ubungsaufgabe 2.8). In Definition 2.31 darf die
Forderung dass g stetig ist, also nicht fallen gelassen werden. Im Gegensatz dazu zeigt man in der linearen
Algebra, dass die Umkehrabbildung einer bijektiven k-linearen Abbildung automatisch wieder k-linear ist
und damit f ein Isomorphismus ist.

2.3 Ubungsaufgaben

2.3.1 Hausaufgaben

Ubungsaufgabe 2.1. Wir betrachten die iibliche Topologie auf R. Gib eine unendliche Familie von offenen
Teilmengen U; € R an so dass der Durchschnitt (), ; U; nicht offen ist.
Gibt es eine unendliche Familie von offenen Teilmengen U; < R so dass (),.; U; offen ist?

Ubungsaufgabe 2.2. Ein topologischer Raum X heiBt wegzusammenhdingend, wenn es fiir je zwei Punkte
Zo, 1 € X einen (stetigen) Pfad 7 : [0, 1] — X gibt, der zp und x; verbindet, d.h. v(0) = zo, v(1) = z;. Zeige:
ist X wegzusammenhéngend, so ist er auch zusammenhéngend. Tipp: wie kann man aus einer Zerlegung
X = U uV in disjunkte, nicht-leere offene Teilmengen eine &hnliche Zerlegung fiir [0, 1] folgern?

Ubungsaufgabe 2.3. Beende den Beweis von Lemma 2.7, indem du die beiden noch offenen Behauptungen
zeigst.
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Ubungsaufgabe 2.4. Betrachte die n-Sphire S < R”™*! mit der Teilraumtopologie. Gib eine Menge
E c S™ an, die in S™ offen ist, nicht jedoch in R"*!. Gibt es eine Menge F' c S™, die sowohl in S, als auch
in R"*! offen ist?

Tipp: um eine Intuition fiir die Frage zu entwickeln, bietet es sich an, zunéchst n = 1 zu betrachten.

Ubungsaufgabe 2.5. Sei X = {a,b} eine Menge mit zwei Elementen. Gib eine Topologie auf X an, die
weder die diskrete, noch die Klumpentopologie ist.
Skizziere die offenen Mengen dieser Topologie, sowie auch die der diskreten und der Klumpentopologie.

Ubungsaufgabe 2.6. Seien f : X — Y und g : Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen
Réaumen. Zeige, dass gof : X — Z ebenfalls stetig ist. In Worten gesagt: Kompositionen stetiger Abbildungen
sind wieder stetig.

Hinweis: Der Beweis dieser Behauptung sollte ungefdhr 1-2 Zeilen umfassen. Vergleiche einmal mit dem
Beweis aus der Analysis-Vorlesung, wo die gleiche Aussage fiir Teilmengen XY, Z € R™ mittels der e-6-
Definition gezeigt wird!

Ubungsaufgabe 2.7. Sei X ein topologischer Raum, V c X eine Teilmenge. Wir versehen V mit der
Teilraumtopologie.

o Zeige, dass die Inklusion V c X dann eine stetige Abbildung ist.

e Was ist mit dem Slogan “Die Teilraumtopologie auf V ist die grobste Topologie auf V' beziiglich derer
die Inklusion V' < X stetig ist” gemeint? Formalisiere diesen Slogan und begriinde ihn kurz.

Ubungsaufgabe 2.8. (Fiir Ubungsaufgabe 2.8). Betrachte U := (—o0,0] u (1,0)(c R). Gib eine stetige,
bijektive Abbildung
f:U->R

an, so dass die Umkehrabbildung
e

nicht stetig ist.
Tipp: wie ldsst sich der Graph der Umkehrabbildung f~' anhand des Graphen von f konstruieren?

Ubungsaufgabe 2.9. Gib einen Homsomorphismus
S™\{(1,0,...,0)} - R"
an. Skizziere ihn im Fall n = 1 und n = 2.

Ubungsaufgabe 2.10. Sei K c R? die Teilmenge die zwei verketteten Ringen entspricht (siehe Bild), sowie
F die Teilmenge, die zwei nicht verketteten Ringen entspricht. (Beide Ringe seien idealisiert diinn.)

Sind K und F hom6omorph?

Ubungsaufgabe 2.11. Sei
1
X :={0}u {g|neN} c R.

Wir versehen X mit der Teilraumtopologie von R. Sei U c X eine offene Teilmenge, die 0 enthélt. Zeige,
dass X\U dann nur endlich viele Elemente (von X) enthélt.
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Ubungsaufgabe 2.12. Wir betrachten folgende Mengen, die wir mit der Teilraumtopologie in R versehen.
Welche der Mengen sind kompakt?

e ZCR,

e QCcR,

e Qn[0,1]cR,

e {{lneN}.
Ubungsaufgabe 2.13. Zeige, dass ein offenes Intervall (a,b) (mit a < b in R) nicht kompakt ist.

e Zeige dies einerseits, indem du eine (bequem gewihlte) offene Uberdeckung angibst und zeigst, dass
diese Uberdeckung keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

e Zeige dies andererseits mittels Lemma 2.34.

Ubungsaufgabe 2.14. Beweise Satz 2.25. Illustriere alle wesentlichen Beweisschritte im Fall n = 2.
Tipp: Konstruiere hierzu eine geeignete Folge von Boxen (als Verallgemeinerung der Folge der Intervalle
im Beweis von Satz 2.23).

Ubungsaufgabe 2.15. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen. Zeige:
e Falls X zusammenhingend ist, so ist auch f(X) zusammenhingend.
e Falls X kompakt ist und Y Hausdorffsch ist, so ist auch f(X) kompakt.

Tipp: gegeben eine offene Uberdeckung f(X) = U,es Ui, welche Eigenschaften hat | J,.; f~(U;)?
Ubungsaufgabe 2.16. Gibt es eine stetige surjektive Abbildung
f:10,1] - {0,1}?

Ubungsaufgabe 2.17. Diskutiere den Satz von Heine-Borel am Beispiel der folgenden Teilmengen von R,
jeweils versehen mit der Teilraumtopologie

o {0} U {L|n e N} (vgl. Beispiel 2.21),

e {lne N}

2.3.2 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 2.18. Sei X = {1, 2, 3}. Welche der folgenden Systeme % von Teilmengen von X definieren
eine Topologie auf X7 Skizziere jeweils die offenen Mengen.

(1) 7 ={z,{1}, X}
(2) U = {@a{1a2}7{2a3}7X}
(3) U = {@7{1}7{2}’)(}

Ubungsaufgabe 2.19. Betrachte R mit der Topologie
U ={(—n,n) | ne N} u {J,R}.

Ist dies ein Hausdorffraum?
Tipp: Betrachte die Elemente 0 und %

Ubungsaufgabe 2.20. (1) Es sei X ein topologischer Raum. Zeige: X triigt genau dann die diskrete
Topologie, wenn jede Abbildung f: X — Y in einen weiteren topologischen Raum Y stetig ist.
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(2) EsseiY ein topologischer Raum, so dass jede Abbildung f: X — Y von einem weiteren topologischen
Raum X stetig ist. Welche Topologie trigt Y7

Tipp: betrachte hierzu den Fall, dass X die gleiche Menge wie Y ist und f die Identitdtsabbildung ist,
d.h. f(z) = z. Statte X jedoch mit einer moglichst extremen Topologie aus. Was bedeutet dann die
Stetigkeit von f7?

Ubungsaufgabe 2.21. Essei f: X — Y eine Abbildung zwsichen zwei topologischen Raumen. Zeige: f ist
genau dann stetig, wenn fiir jede abgeschlossene Menge A € Y das Urbild f~!(A) abgeschlossen in X ist.

Ubungsaufgabe 2.22. Gegeben sind jeweils zwei topologische Riume X und Y. Gibt es eine stetige Ab-
bildung f : X — Y bzw. gibt es eine stetige surjektive Abbildung f : X — Y. Gib ein geeignetes Beispiel an
oder begriinde ggf., warum es keine solche Abbildung geben kann.

(1) Xx=1[0,1], Y =[0,3] v [1,2] c R,

(2) X=1[0,1], Y =(0,1) =R,
(3) X = [Oa 1)7 Y = (Ov %) Y [L %) cR.
Ubungsaufgabe 2.23. Skizziere die folgenden Abbildungen. Entscheide, ob es sich um Homéomorphismen

handelt und gib — falls méglich — die Umkehrabbildung an:
(1) f: [O’OO) - [lvm)v = GXP(IE)»
(2) f: (O7 1) - R, 22— tan(xﬂ- _ g)’

(3) f:[0,2m) = S, x — (cos(x),sin(x)).

Ubungsaufgabe 2.24. (1) Essei f: X - Y ein Homéomorphismus und A ¢ X eine Teilmenge. Zeige,
dass auch die Einschrinkung f|4: A — f(A) ein Homdomorphismus ist.

(2) Es seien X und Y topologische Rdume — beide versehen mit der diskreten Topologie. Zeige: X und
Y sind genau dann homéomorph, wenn sie dieselbe Kardinalitidt besitzen (d.h. wenn es eine Bijektion
zwischen X und Y gibt).

(3) Gib topologische Riume X, Y an, die die gleiche Kardinalitit besitzen, jedoch nicht homdomorph
zueinander sind (d.h. so dass es keinen Homéomorphismus f : X — Y gibt).

Ubungsaufgabe 2.25. (Vgl. die FuBnote auf Seite 18)
e Seien x7 < - -+ < x, reelle Zahlen. Gib einen Homdomorphismus
e:R\{1,2,...,n} - R\{z1,...,2,}
an.
e Zeige, dass Drehungen, Spiegelungen und Verschiebungen in R"™ Homdomorphismen sind.

e Seien yi,...,yr € R beliebig. Konstruiere einen Homéomorphismus
R2\{(17Z/1), BERE) (k7yk)} - RQ\{(170)7 ceey (k7 0)}

Tipp: die Homoomorphismen lassen sich jeweils konstruieren, indem man Homdomorphismen R — R
(bzw. R? — R?) angibt, die die jeweiligen Punkte aufeinander abbilden.



Kapitel 3

Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe ist ein grundlegendes und sehr reichhaltiges algebraisches Datum, welches man einem
topologischen Raum zuordnen kann. Wir ndhern uns dem Begriff an, indem wir zunéchst die Windungszahl
kennen lernen. Wie wir spéter feststellen werden, ist das Verstdndnis der Windungszahl gleichbedeutend
damit, die Fundamentalgruppe von R?\{0} zu verstehen. Wir werden im Zuge dieses Studiums auch einige
Grundbegriffe der Gruppentheorie kennen lernen, insbesondere natiirlich den Begriff der Gruppe selbst.

3.1 Die Windungszahl
3.1.1 Motivation des Begriffs
Definition 3.1. Ein Pfad (oder auch Weg) ist eine stetige Abbildung
v i [a,b] > R,
wobei a < b reelle Zahlen sind. Das Bild v([a, b]) = {v(¢)|t € [a, b]} wird im Folgenden auch als Trdiger oder

auch mit supp vy bezeichnet. (“supp” steht fiir support, d.h. Triiger.)
Eine Schleife ist eine Pfad + : [0,1] — R? deren Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen, d.h.

(Die Tatsache, dass wir den Anfangs- (=End-)punkt der Schleife bei 0 bzw. 1 ansetzen ist an dieser Stelle nur
eine Konvention, die uns aber spéter, bei der Komposition von Schleifen bequem sein wird, siehe Definition
und Lemma 3.32.)

Bemerkung 3.2. e Fs ist ein interessanter und wichtiger Fall, dass die Abbildung v micht injektiv ist
— d.h. eine Schleife oder ein Pfad darf sich selbst iiberkreuzen.

e Ein Pfad (oder eine Schleife) ist nicht bestimmt durch sein Bild supp «: man konstruiert leicht(!) zwei
verschiedene Pfade 71,72 : [a,b] — R?, deren Bilder iibereinstimmen, z.B. indem man die Richtung
des Pfades dndert oder auch den Weg mit “anderer Geschwindigkeit” durchlauft.

e Wenn wir einen Pfad v mittels seines Bildes supp+ veranschaulichen, durchlaufen wir den Pfad in
Pfeilrichtung, z.B. fiir folgenden Pfad:

v : [0,1] — R?,4(t) = (cos(2mz), sin(27x)).

23
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S

A

e Man bezeichnet die Elemente in [a, b] in diesem Kontext gelegentlich als “Zeit”, mit der Idee, dass der
Pfad in einem gewissen Zeitintervall zuriickgelegt wird.

Die Windungszahl ldsst sich intuitiv wie folgt beschreiben:

Idee 3.3. Sei v : [0,1] — R? eine Schleife (nicht nur ein beliebiger Pfad) und p € R? ein Punkt der nicht
im Bild supp v liegt. Wir beschreiben die Windungszahl der Schleife v um den Punkt p, Notation

w(7,p),
wie folgt: zu jedem (“Zeitpunkt”) ¢ € [0, 1] betrachte den Strahl
Lta

der von p ausgeht und durch ~(¢) fiihrt. (Beachte v(t) # p, so dass der Strahl wohldefiniert ist.) Da ~
eine Schleife ist, ist Ly = L1, d.h. ausgehend von Lg rotieren die Strahlen L. fiir ¢t € [0,1] eine gewisse
Anzahl, bis sie fiir t = 1 wieder zu L; = Lg zuriickkehren. Wir definieren die Windungszahl als die Anzahl
dieser Rotationen, wobei wir konventionsgeméfl Rotationen im mathematisch positiven Drehsinn (gegen den
Uhrzeigersinn) jeweils mit +1 zéhlen, Rotationen im mathematisch negativen Drehsinn mit —1.

Beispiel 3.4.

w(rp) =1 w(yp) = 1. w(7,p) = =2

Im mittleren Bild: was ist die Windungszahl um einen Punkt in der oberen kleinen Schleife?

Beispiel 3.5. Folgendes Video stammt von der Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Winding_
number#/media/File:Winding_Number_Animation_Small.gif.


https://en.wikipedia.org/wiki/Winding_number#/media/File:Winding_Number_Animation_Small.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Winding_number#/media/File:Winding_Number_Animation_Small.gif
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3.1.2 Windungszahl von Polygonziigen

Wir fithren die Windungszahl nun formal korrekt fiir sehr spezielle Pfade und Schleifen, die sog. polygonalen
Pfade, ein. Im néchsten Abschnitt werden wir diese Einschrinkung dann wieder fallen lassen. Wir werden Video 08.05.20
die Windungszahl als Summe geeigneter Drehwinkel definieren; letztere fithren wir nun ein. @

Definition 3.6. Seien p, ¢ € R?.
e Wir bezeichnen mit [p, q] € R? die Strecke zwischen p und g.
e Falls 0 ¢ [p, q] ist, so bezeichnen wir mit
0(p,q,0) € (=, )

den Winkel zwischen den Strecken [0, p] und [0, ¢].

e Allgemeiner, falls ein weiterer Punkt z ¢ [p, q], so bezeichne

0(p,q,z) :==0(p —x,q — x,0)

den Winkel zwischen den Strecken [z, p] und [z, ¢q].

Bemerkung 3.7. Der Winkel ist positiv genau dann, wenn z,p,q (in dieser Reihenfolge) gegen den Uhr-
zeigersinn angeordnet sind; ansonsten ist er negativ.

0(p7 q, '1:) >0 9(p,q,a:) < 0.

Die Bedingung 0 ¢ [p, q] besagt, dass p nicht ein positives Vielfaches von —q ist. Ag.s diesem Grund ist
der Winkel nicht 7. Die Beschréankung der Definition von 6 auf diese Situation wird in Ubungsaufgabe 3.11
erklart.

Definition 3.8. Ein Polygonzug ist eine endliche geordnete Menge

P = (pOapla"'vpn)

von Punkten in R2. Der Polygonzug heifit geschlossen, wenn p,, = pg gilt.

Wir schreiben
n

supp P := | J [ps—1, 4]

k=1

fiir die Vereinigung der Strecken, deren Endpunkte jeweils die Punkte in dem Polygonzug sind.

Bemerkung 3.9. Es ist wichtig, die Ordnung auf P nicht zu vergessen (d.h. die Reihenfolge der py), da wir
in Kiirze den Pfad betrachten werden, der von pg linear zu p; lduft, dann linear zu py usw.


https://wwu.zoom.us/rec/share/us5JEbzzxzNIE53E4nn_Vf8iIY3nX6a80CIfrKVcxRu238v2GL8ysuaY03xZ8Qji?startTime=1588918204000
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Definition 3.10. (Windungszahl eines Polygonzugs) Sei P := (po,p1,--.,pn) ein Polygonzug. Sei ferner
x € R? ein Punkt der nicht auf dem Polygonzug liegt, d.h. = ¢ supp P. Die Windungszahl von P um z ist
definiert als

1 &
o9 pk 1,Pk, T
2 k=1

Beispiel 3.11. Die Windungszahl des folgenden Polygonzugs um 0 ist 1: die Winkel 6(pg, pr+1,0) sind
gerade 7/2, insgesamt gilt

R

w((po,-.-,pa),0 2*;15
pl po=p4

p2 p3

Beispiel 3.12. Wir betrachten jeweils zwei Punkte py, p € R?\{0} sowie ihre Argumente ¢1, ¢, die wir in
[0,27) auffassen. D.h. ¢, ist jeweils der Winkel zwischen der positiven z-Achse und dem Strahl der durch 0
und py geht, so wie eingezeichnet. Wir vergleichen 6(ps, p1,0) mit ¢o — ¢1 in verschiedenen Fillen:

N

\

\h 9(1’«1(‘ 0) (a
/ \?‘P4

‘f

W ]

0

a‘) 9(p17p270) = (b? _(bl b) 9(p17p270) =
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C) 0(p17p270) =

Lemma 3.13. In der Situation von Definition 3.10 sei ferner P geschlossen (d.h. py = p,). Dann ist die
Windungszahl eine ganze Zahl:
w(P,z)eZ

(a priori liegt die Windungszahl nur in R).
Beweis. Wir diirfen (um die Notation etwas zu vereinfachen) x = 0 annehmen (ansonsten ersetzen wir alle
pi durch py — x sowie x durch 0. Dies dndert die einzelnen #-Summanden und damit auch die Windungszahl
nicht.)

Fiir jedes k, sei ¢ € [0,27) das Argument von p, d.h. der Winkel zwischen der -Achse und dem Strahl

von 0 durch pg. Es gilt
O(Pr—1,Pk,0) = o — Pr—1 + 2wy,

wobel my, € Z ist (tatséichlich kommen nur my € {—1,0,1} in Frage da ¢, ¢p—1 € [0,27), aber dies ist fiir
den Rest des Beweises nicht relevant). Wir erhalten nach Summieren und wegen ¢g = ¢,, (da P geschlossen
ist!)

%Z (Pr—1, Pk, 0 %Z (or — -1 + 2mmy,) = — ¢o) +ka—2mkez

Beispiel 3.14. Wir betrachten den Polygonzug in Beispiel 3.11. Es gilt dann jeweils
e(pk—lapk)a 0) = 7-‘-/2

fir alle k = 1,...,4. Ferner gilt

B = = + k=

Py
fir k=0,...,3 sowie ¢4 = 7. Damit ergibt sich in der Notation des obigen Beweises
my = 0
fir £ = 1,2,3 und my = 1. Wir bestétigen unser Ergebnis fiir die Windungszahl:
w(P,0) = mi +mo +mg+my = 1.

Das folgende Lemma besagt, grob gesagt: wenn eine Schleife “weit genug” von 0 entfernt ist, verschwindet ihre
Windungszahl um 0. Wir bendtigen es spéter, wenn wir die Windungszahl allgemein einfithren (Definition
und Lemma 3.19) und wenn wir zeigen dass die Windungszahl sich nicht éndert, wenn wir eine Schleife stetig
deformieren (siehe Theorem 3.24). Die genaue Aussage ist die folgende:
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Lemma 3.15. Sei P ein geschlossener Polygonzug mit der Eigenschaft, dass es ein p € R? gibt derart, dass
supp P C B|p‘(p).

Dann ist
w(P,0) =0.

o

K\ VA J

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, drehen wir zunéchst den Polygonzug P um 0 derart, dass
p auf der y-Achse liegt. Dies dnderts nicht an der Voraussetzung, und auch nicht an der Behauptung, da die
einzelnen Drehwinkel 0(pg_1, pk, 0) sich bei einer derartigen Drehung (um 0!) nicht dndern, und damit auch
nicht die Windungszahl insgesamt.

Alle Punkte von P liegen dann in der oberen Halbebene {(x,y)|y > 0} (sonst wére ihr Abstand zu p
grofer als |pl).

Wir zeigen nun folgende Aussage: fiir einen Polygonzug, dessen Punkte alle in der oberen Halbebene
liegen, gilt my = 0 fiir alle £ und insbesondere auch

w(P,0) = > my, = 0.
k

Um dies zu sehen, betrachte die Beispiele a) und b) in Beispiel 3.12: die beiden Punkte p; und py liegen
beide oberhalb der z-Achse und damit ist stets

0(p1p2,0) = g2 — ¢1.

In der Tat, wenn die positive z-Achse, der Strahl von 0 durch p; und der Strahl von 0 durch ps (in dieser
Reihenfolge) wie bei a) gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind, so ist 0 < 6(p1,p2,0) < 7 und es gilt die
Behauptung. Falls umgekehrt (wie bei b)), die positive x-Achse, der Strahl durch py und der Strahl durch
p1 gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind, ist 0 > 6(p1,p2,0) > —7 und es gilt wiederum die Behauptung.
(Im Fall ¢) hingegen, der durch die obige Annahme in diesem Beweis nicht vorkommen kann, gilt jedoch

0(p1,p2,0) = p2 — 1 — 27.) O

3.1.3 Windungszahl von stetigen Pfaden

Wir mochten nun den Begriff der Windungszahl fiir beliebige (stetige) Pfaden oder Schleifen definieren.
Hierzu werden wir drei wichtige Aspekte der obigen Situation nutzen miissen:

e die Stetigkeit von «: wenn wir z.B. den nicht stetigen “Pfad”

, s (cos(mt), sin(rt)) te[0,1/2]
7:[0:1] > R4 () '—{ (cos(ﬂ(til)),:in(w(t—k1))) ‘e (1/2,1]
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L {&)

(o) « ¥tq)

betrachten ist nicht klar, welche Windungszahl man sinnvollerweise einem Sprung um 180 Grad (oder
) zuweisen sollte.

e die Kompaktheit von [a, b]: betrachten wir die Abbildung
(0,1] = R2,t = (cos(t '), sin(t 1))

so stellen wir fest, dass sich die Kurve auf ihrem Definitionsbereich unendlich oft um 0 herumwindet, da
die Geschwindigkeit immer weiter steigt. (Aus diesem Grund ist es nicht méglich(!) , diese Abbildung @
auf stetige Weise zu [0, 1] auszudehnen.)

e die Tatsache, dass [a,b] zusammenhingend ist, spielt ebenfalls eine wichtige Rolle: wiirden wir z.B.
eine stetige Abbildung
v:[0,1]u[2,3] - R?

betrachten, ist nicht klar, wie wir mit dem (mdoglichen) Sprung von (1) zu 7(2) umgehen sollen.

Der genaue Plan, den wir verfolgen werden, ist wie folgt. Sei im folgenden 7 : [a, b] — R? stets ein Pfad Video 12.05.20
mit @
0 ¢ supp .

(1) Wir zerlegen das Intervall [a, b] in hinreichend kleine Teilstiicke und betrachten den Polygonzug P, den
wir erhalten indem wir den Pfad ~ stiickweise linear interpolieren.

(2) Wir zeigen anschlieBend, dass die Windungszahl nicht von der Wahl des Polygonzugs abhiingt (voraus-
gesetzt, dass dieser fein genug gewiihlt ist). Wir definieren die Windungszahl von v als die Windungszahl
eines solchen (geniigend feinen) Polygonzugs.

Wir werden hierzu folgende Tatsache aus der Analysis nutzen:

Satz 3.16. (Satz von Heine—Cantor) Eine stetige Funktion
f:K—->R™

wobei K < R™ kompakt ist, ist gleichmdfig stetig, d.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 so dass fiir alle
z,y € K mit |z —y| < 0 gilt:
|f(z) = fy)] <e

(Im Gegensatz zur lediglichen Stetigkeit ist hier 6 nur von e, nicht jedoch vom Punkt 2 abhéngig!)

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: angenommen, f wére nicht gleichméfig stetig. Dann gébe
es € > 0, so dass fiir jedes n € N, z,,y, € K existieren mit

1
|xn - yn| <-,
n

und

[f(@n) = fyn)| = €


https://wwu.zoom.us/rec/share/6-18MI_I8TNIfLeSr2fPX7UcMoC8X6a81SUW-_BbzE7_xXYzzIbdcdmrdU_QmF6J?startTime=1589264758000
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Da K nach Heine-Borel (Theorem 2.14) abgeschlossen und beschrinkt ist, hat die Folge der z,, eine
konvergente Teilfolge x,, mit Grenzwert x := limy_,o, z,, € K. Wegen der obigen Bedingung gilt auch
limg, Yn, = x. Da f stetig ist, gilt

lim (f(zn,) = f(yny)) = f(2) = f(z) =0,

k—o0

im Widerspruch zu | f(z,,) — f(yn)| = €. 0

Wir beginnen nun mit Schritt (1). Fiir die weiteren Konstruktionsschritte fithren wir zwei Zahlen m und
J ein:
(1) Da [a,b] kompakt ist, ist
m = min_ |y(¢
v [y(®)]
wohldefiniert und positiv! (Dies ist eine Anwendung vom Zwischenwertsatz, Folgerung 2.17(!) ).

(2) Da die Funktion v nach Satz 3.16 sogar gleichméBig stetig ist, gibt es ein
6>0
derart, dass fiir alle t1,t9 € [a,b] mit |t; — t2| < & schon

(1) —y(t2)] <m

gilt.
Wir betrachten nun eine Zerlegung von [a, b] in Stiicke; formaler betrachten wir eine Folge

a=tog<t;<---<t,=0b,

wobei n = 1. Wir bezeichnen die Zerlegung mit T = (¢, ..., t,). Wir sagen: “T" ist fein genug” wenn
max |tk_1 — tk| < 0. (317)
k=1,..., n
Fiir eine derartige Zerlegung sei
YT

der Weg, der linear zwischen den Punkten ~(tg),...,7(tx) interpoliert. Genauer definieren wir fiir ¢t €
[t tev1]: Py o

— k41 k—

Tr(t) = AWtrn).

= b))+ ——
te — tht1 b — try1
Lemma 3.18. Falls T = (¢o,...,t,) fein genug ist, so ist

’Y(T) = (’Y(tO)a ce 77(tn))

ein Polygonzug mit der Eigenschaft, dass
0 ¢ supp (7).

Beweis. Natiirlich ist v(7) nach Definition ein Polygonzug.

Wir miissen zeigen, dass die Strecken [y(tx—1),¥(tx)] O nicht enthalten: wegen |ty — tx—1| < & ist ry :=
|v(tx) — ¥(tk—1)| < m. Die Strecke [y(tx—1),7(tx)] liegt also in einem Ball mit Radius r, < m und ().
Ferner ist |y(tx)| = m, d.h. dieser Ball enthélt 0 nicht.
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Insbesondere ist auch 0 nicht auf der besagten Strecke. O

Wir kénnen also die Begriffe und Ergebnisse aus § 3.1.2 anwenden. Wir kommen nun zu (2).

Definition und Lemma 3.19. Sind T = (to,t1,...,t,) und S = (sg, $1,...,5m) Zerlegungen von [a,b].
Bezeichne mit y(T') = (y(to),...,v(ts)) den Polygonzug der entsteht, wenn man - auf die Elemente in T'
anwendet, und ebenso v(S) = (v(s0),---,7(sm))-

Wenn sowohl T" als auch S fein genug sind (im Sinne von (3.17)), so gilt

Wir definieren dann
w(7,0) == w(y(T),0),

wobei T geniigend feine Zerlegung von [0, 1] ist.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunichst in dem Fall, dass S aus T entsteht, indem ein weiterer Punkt
hinzugefiigt wird, d.h.

T =(to,---sth—1,ths---,tn),
S = (to,...,tkfl,s,tk,..wtn).

(fiir ein gewisses 1 < k < n und s € (t;_1,t;).) Schreibe kiirzer a := y(tx_1), b := ¥(s), ¢ := v(¢tx). Direkt
nach Anwenden der Definition und Wegkiirzen identischer Terme erhalten wir

w(x(S), 0) — w(v(T),0) = % (8(a,b,0) + 0(b, ¢, 0) — 0(a, ¢, 0))

% (0(a,b,0) + 6(b,c,0) + 6(c,a,0)).

Als Ergebnis erhalten wir die Windungszahl des Polygonzugs P := (a, b, ¢,a). Es gilt |a| = m, |a—0|,|a—c| <
m nach Wahl von m und §. Also liegt P in einer Kreisscheibe, die 0 nicht enthiilt. Wegen Lemma 3.15 ist
w(P,0) = 0, wie gewiinscht.

Seien nun S und T beliebig (und beide fein genug). Sei U = S u T die Vereinigung beider Zerlegungen.
Dann ist insbesondere auch U fein genug. Ferner entsteht U aus T durch Hinzufiigen endlich vieler Punkte.
Wegen dem ersten Schritt (und einer Induktion iiber die Anzahl der Punkte die hinzugefiigt wird) gilt
w(v(U)) = w(v(T)). Aus dem gleichen Grund gilt auch w(y(U)) = w(v(S5)), also die Behauptung. O

Beispiel 3.20. Sei n € Z fixiert. Wir betrachten die Schleife
Y 1 [0, 1] = R?\{0}, = (cos(27nt), sin(27nt)).

Wir umlaufen also die S* mit |n|-facher Geschwindigkeit, und zwar in mathematisch positivem Drehsinn
(gegen den Uhrzeigersinn) fiir n > 0, und in negativem Drehsinn fiir n < 0 (und fiir n = 0 natiirlich die
konstante Schleife). Dann gilt

W('Yna 0) =n.

In der Tat, es gilt in der Notation von (1) und (2): m = 1. Fiir § kénnen wir § = & wihlen. (Um dies
einzusehen, skizziere man(!) einmal den Kreis um (0,0) mit Radius 1, ferner den Kreis um (1,0) mit Radius
1 und beachte, dass das Dreieck welches aus (0,0), (1,0) und einem der beiden Schnittpunkte der Kreise
besteht, gleichseitig ist, d.h. der Winkel zwischen diesen Punkten betragt 60 Grad, d.h. 7/3. D.h. fiir 0 <
t <6 = g ist der Abstand zwischen v,(0) = (1,0) und v,(8) = (cos(2mng, sin(2rng-) = (cos(5),sin(%))
gerade 1.)

Wihle eine natiirliche Zahl N > 6n und die Zerlegung T = (0,

6n?

,...,%,1). Dann ist

=

2\”

1 N
W(Vn,0) = w(yn (T 27 Z

k=1
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3.2 Homotopie von Pfaden und Schleifen

Wir fiihren in diesem Abschnitt das Konzept der Homotopie von Schleifen ein. Unser Ausgangspunkt hierbei
ist die Beobachtung, dass die Windungszahl eines Weges ~ (beziiglich eines Punktes p ¢ supp~) in gewissen
Fillen nicht von ~ abhéngt. Hier ist ein Beispiel: beide Schleifen haben Windungszahl 1 beziiglich p. Die
prizise Aussage beweisen wir in Theorem 3.24.

K, ¥

Video 15.05.20 Definition 3.21. Sei X ein topologischer Raum. (Fiir uns ist i.d.R. X ein Teilraum von R™.) Ein Pfad in
@ X ist eine stetige Abbildung

~: [a,b] - X.
Eine Schleife in X ist eine stetige Abbildung
v:[0,1] = X
mit der Eigenschaft v(0) = v(1). Der Punkt v(0) 3 X heifit Basispunkt oder Aufpunkt der Schleife.

Wir hatten im letzten Kapitel die Situation einer Schleife v in R? betrachtet mit p ¢ supp~y. In der
Sprechweise von Definition 3.21 handelt es sich also hierbei genau um Schleifen in R?\{p}.
Hier ist die zentrale Definition dieses Abschnitts, sie wird uns noch lange begleiten:

Definition 3.22. Sei X ein topologischer Raum (z.B. eine Teilmenge von R™ mit der induzierten Topologie).
Zwei Pfade 79,71 : [@,b] — X mit gleichen Anfangs- und gleichen Endpunkten (vyo(a) = v1(a), vo(b) = 71(b))
heiflen homotop, wenn es eine stetige Abbildung (eine sog. Homotopie)

H:[a,b] x[0,1] > X

gibt, so dass gilt:
(1) H(s,t) =y (s) fir alle se [a,blund t =0,t =1
(2) H(a,t) =0(a)(=71(a)), H(b,t) = ~0(b)(= 71(b)) fiir alle ¢ € [0, 1].

Falls die Pfade homotop sind, schreiben wir auch kurz

Yo ~ V1-


https://wwu.zoom.us/rec/share/7OwpJqnhqlpLG4nJ80KCYqcnGNzBaaa80CUb__Jfyx0szPgVfA_lQIKyh8fvSv1_?startTime=1589522588000
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Bemerkung 3.23. e Besonders oft wenden wir die Definition an, wenn die beiden Pfade vy und v;
sogar Schleifen (mit dem gleichen Basispunkt) sind.

e Die Bedingung (1) kann man umschreiben mit der Idee, dass H stetig zwischen vy und 7 interpoliert.
Stetigkeit ist (wie immer!) entscheidend hierbei.

e (2) besagt, dass der Anfangs- und Endpunkt im Zuge der Interpolation fest bleibt. Auch dies ist
entscheidend: Ubungsaufgabe 3.9 besagt dass der Begriff der Homotopie ansonsten bedeutungslos wére.
Im Beweis von Theorem 3.24 sehen wir, wie dieser Teil der Definition benutzt wird.

e Wenn wir davon sprechen, dass zwei Pfade (oder Schleifen) homotop sind, sagen wir meistens nicht mehr
explizit dazu, dass die Anfangs- und Endpunkte iibereinstimmen, d.h. yo(a) = v1(a), 70(b) = v1(b).

e Die Angabe des topologischen Raumes ist ebenfalls wichtig: in R? sind beispielsweise alle Pfade ho-
motop, ein Spezialfall von Ubungsaufgabe 3.10. Insbesondere sind die beiden Pfade

v+ : [0,1] = R?, v4(t) := (cos(4mt),sin(+7t)).

homotop. Fassen wir sie jedoch als Pfade in R?\{(0,0)} auf, werden wir in Kiirze (Folgerung 3.35)
sehen, dass sie nicht homotop sind. Die intuitive Idee ist: jede Homotopie, die in R? existiert, muss zu
einem gewissen Zeitpunkt den Punkt (0,0) “iiberstreichen”. Damit ist sie als Homotopie in R%\{(0,0)}
nicht zuléssig.

Es ist nun nicht schwer, allerhand homotope Schleifen anzugeben. Weniger leicht ist es zu zeigen, dass
zwei gegeben Schleifen nicht homotop sind. Hierzu gibt das folgende Theorem eine Handhabe, denn wenn
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wir fiir zwei Schleifen feststellen sollten, dass w(y,0) # w(+/,0) gilt, so besagt das Theorem, dass v nicht zu
~" homotop ist. Dieses Wissen werden wir in Kiirze anwenden z.B. beim Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra (Theorem 3.25).

Theorem 3.24. Seien v und v : [0, 1] — R2\{0} zwei Pfade in R?\{0}, die (ebenfalls in R?\{0}) homotop
sind. Dann gilt

w(7,0) = w(y',0).
In Worten: Die Windungszahl homotoper Pfade sind gleich. Insbesondere sind die Windungszahlen homo-
toper Schleifen gleich.

Beweis. Sei H : Q :=[0,1] x [0,1] — R?\{0} die Homotopie zwischen v und /. Die Beweisstrategie besteht
darin, @ :=[0,1] x [0, 1] durch hinreichend kleine Rechtecke zu iiberdecken.
Wir wihlen (ganz &hnlich zum Vorgehen bei der Definition der Windungszahl stetiger Pfade):

e m = ming y)eq |H(s,t)| existiert und ist positiv (hier benutzen wir, dass das Bild von H 0 nicht
enthalt!)

e Da H (wieder nach Satz 3.16) gleichmiBig stetig ist, gibt es ein § > 0 so dass fiir |s; — s2| < § und
|t1 — t2| <0 gilt:
|H(81at1) - H(SQat2)| <m.

Wihle N > 5, N € N. Betrachte die Zerlegung T = (0, %, .. -, N1 1), Insbesondere ist diese Zerlegung
T fein genug fiir v und 4’ im obigen Sinne (siehe bei (3.17)). Es gilt also nach Definition und Lemma 3.19
w(7,0) = w(1(T),0) sowie w(',0) = w(~'(T), 0).

Betrachte die Zerlegung des Quadrats @ in N? gleich groBe Quadrate mit Seitenléinge % Wir bezeichnen
die Ecken dieser Zerlegung mit py; := (%,%), wobei 0 < k,I < N. Fir 1 < k,I < N definiere einen

geschlossenen Polygonzug
Prg = (H(pr—1,1-1), H(pr,a—-1), H(pr1), H(pr—1,), H(pr—1,-1))-

D.h. Py ist die lineare Interpolation der Homotopie (in dem Teilquadrat). Nach Konstruktion gilt |H (pg.;)| =
m sowie dass die tibrigen Ecken H(pg;—1), H(pk,1), H(pr,i—1 von H(pr_1,-1) alle Abstand < m haben. Damit
ist der Polygonzug Py, ; vollstindig in einem Ball enthalten, der 0 nicht enthélt. Es gilt daher w(Py,0) = 0

nach Lemma 3.15. Insgesamt erhalten wir fol:l W(Pg,1,0) = 0. Andererseits gilt aber

N‘Z
w(y(T),0) = w(y(1),0) = Y} w(Px,0).
k=1

1 N—

N =2
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In der Tat: fiir 0 < k < N werden die Streckenziige von H (pi ;) nach H(pi;—1) werden in dieser Summation
je einmal hin- und einmal zuriick durchlaufen. Somit leisten sie keinen Beitrag fiir die Summe der Windungs-
zahlen. Das gleiche gilt auch fiir die Streckenziige H (py—1,) nach H(py,) fiir alle 0 <! < N. Fiir £ = 0 und
k = N gilt H(pg,;) = H(pr—1) da die Homotopie die Endpunkte fest hilt (wichtig!, vgl. Ubungsaufgabe 3.9).
Es bleiben also nur die Beitriige fiir [ = 0 und [ = N {ibrig. Fiir diese beachte: fiir [ = 0 ist der Streckenzug
H(pr,—1) nach H(py,;) gerade ein Teil von v(T), analog fiir I = N und ~'(T). O

3.2.1 Anwendung: Der Fundamentalsatz der Algebra

Video 19.05.20
Theorem 3.25. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei @

f(z) = anz™ + ap_12" P+ +ag

ein nicht konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten, d.h. a; € C. Dann gibt es eine komplexe Zahl
z € C mit

flx)=0.

Zur Einordnung: in der Analysis zeigt man, dass Polynome f(z) mit ungeradem Grad und reellen Koef-
fizienten a; € R eine Nullstelle haben. Hierzu

e zeigt man lim,_, 4, = too falls a, > 0 (und lim,_, 4+, = Foo falls a,, < 0),

e und wendet den Zwischenwertsatz (Folgerung 2.17) an, um die Existenz einer (reellen) Nullstelle zu
folgern.

Wie wir gesehen haben, ist der Zwischenwertsatz letztlich eine Aussage tiber kompakte und zusammenhéngendell
Teilmengen in R. Das Vorgehen fiir den Fundamentalsatz der Algebra ist dhnlich, nur dass wir statt dem
ziemlich groben Konzept “zusammenhéngend” die feinere Idee “Homotopie von Schleifen” verwenden wer-
den.

Beweis. Der Grad von f sei n(# 0), d.h. a,, # 0. Um die Notation zu vereinfachen, diirfen wir annehmen
dass a, = 1 ist (teile ansonsten f durch ay,).
Angenommen, f hiitte keine Nullstelle, wiire also eine stetige(!) Abbildung

f:C— C*:=C\{0}.
Fiir R € R®°, betrachten wir nun die Schleife
¢r:[0,1] = C*,s — f(Rexp(2mis)).

(Als Verkniipfung stetiger Funktionen ist ¢ stetig, ferner ist ¢r(0) = ¢r(1).)

(1) Fiir R = 0 ist ¢g die konstante Schleife mit Aufpunkt f(0). Ihre Windungszahl um 0 ist daher O:
w(¢o,0) = 0.

(2) Fiir beliebiges R € RZ gilt

W((bRa 0) = W(¢()7 0)

In der Tat, es gilt fiir jede konstante Schleife p: w(p,0) = 0, dies wenden wir auf ¢y und auch die
konstante Schleife ¢, : s — f(R) an. Die Schleife s — Rexp(2mis) ist, da C konvex ist, homotop zur
konstanten Schleife s — R. Damit ist (Ubungsaufgabe, oder siehe Definition und Lemma 3.27, Punkt
(2)) die Schleife ¢ (in C* =~ R?\{0}!) homotop zur konstanten Schleife s — f(R). Laut Theorem 3.24
gilt daher w(¢r,0) = w(¢,0).

(3) Fiir R » 0ist ¢r ~ R~y,, d.h. homotop zur Schleife, die n mal um die S* herumwindet, vgl. Beispiel 3.20,
um den Faktor R gestreckt.

Die Homotopie zwischen diesen Schleifen liefert (wieder laut Theorem 3.24)

W(¢r,0) = w(Ryn,0) = n.


https://wwu.zoom.us/rec/share/_ddNPeup8G5ITtKVuVDGU6whEqjuX6a81SRP-KIOy0qHY6hAKpIty_tg5J9d6c-o?startTime=1589868165000
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Aus diesen drei Punkten ergibt sich der gewiinschte Widerspruch, da n # 0 (f ist nicht konstant).
Zu (3): wir wihlen R so, dass
R > 2max{|ag],--.,|an|}-

Dann ist fiir z € St:
n—1 ) n—1 ) n—1 )
(R2)"| = R* > ) |a;|R) = ) laj(R2)| 2| ), a;(Rz)).
§j=0 =0 §j=0

Die Strecke zwischen (Rz)™ und
n—1
f(Rz) = (R2)" + ) a;(Rz)’
j=0

ist also komplett in C* enthalten. Mit anderen Worten:
H(z,t): 8" x [0,1] = C*, (z,t) = t(R2)" + (1 — t) f(2)

ist eine stetige Abbildung, nimmt Werte in C* an (wichtig!) und erfiillt H(z,0) = f(Rz) sowie H(z,1) =
(Rz)". Wir erhalten also eine Homotopie zwischen ¢r und der Schleife Ry,,t — Ry,(t)). Es gilt ferner
W(Vn,0) = w(Rvy,) (siche Ubungsaufgabe 3.8). O

3.2.2 Anwendung: Der Brouwersche Fixpunktsatz

Der Brouwersche Fixpunktsatz ist in gewissem Sinn ein grofier Bruder des Zwischenwertsatzes: aus einer to-
pologischen Eigenschaft eines topologischen Raums und der Stetigkeit einer Funktion wird die Existenz einer
Losung einer Gleichung (bzw. eines Gleichungssystems in zwei Variablen) gefolgert. Im Zwischenwertsatz ist
der relevante Raum ein abgeschlossenes Intervall [a,b] € R, bei Brouwer geht es um

D? .= {(x,y) e R* 2% + 4 < 1},
den abgeschlossenen Ball mit Radius 1 in R2.
Theorem 3.26. (Brouwerscher Fizpunktsatz) Jede stetige Abbildung
f:D? - D?
hat einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein p € D? mit
f(p) =p.

-
—
.,
~

—t

0 >’

Eine stetige Abbildung, die D? “zusam-

Eine Drehung um 0 hat 0 als Fixpunkt. menstaucht”
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Zum Beweis des Satzes benttigen wir etwas Vorbereitung. Die folgende Beobachtung ist ganz allgemeiner
Natur.

Definition und Lemma 3.27. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung von topologischen Riumen.
(1) Fiir eine Schleife v : [0,1] = X in X (mit Aufpunkt z € X) ist die Komposition
ferv:[0,1] Y
ebenfalls eine Schleife, das sog. direkte Bild von «y unter f (oder auch der Pushforward). Wir bezeichnen
diese Schleife mit fy(y) (lies “f unten Stern von v.”)
(2) Die Abbildung v — f, () ist mit der Homotopierelation vertriglich, d.h. fiir v ~ + gilt auch

Fe(y) ~ ().

Beweis. Diese Aussagen sind jeweils unmittelbare Folgerungen der Tatsache, dass Kompositionen stetiger
Abbildungen wieder stetig sind (Ubungsaufgabe 2.6). Beispielsweise zeigt man (2) wie folgt: sei

H:[0,1] x [0,1] » X
die Homotopie zwischen v und +/. Dann ist die Komposition mit f,
fe(H) :=foH:[0,1] x [0,1] = YV

eine Homotopie zwischen fi(vy) und f4(7'): zuniichst ist f o H ebenfalls stetig, die Endpunkte werden
festgehalten, d.h. (f.H)(0,t) = f(H(0,t)) = f(z), ebenso mit (f+H)(1,t). AuBerdem ist (f+H)(s,0) =
f(H(s,0)) = f(v(s)), analog mit v/, d.h. H ist eine Homotopie wie gewiinscht. O

Die zweite Vorbereitung fiir den Satz von Brouwer hat spezifisch mit der Geometrie der Scheibe D? und
ihrem Rand S! zu tun.

Lemma 3.28. Es gibt keine stetige Abbildung r : D? — S* mit der Eigenschaft
roi=id,
wobei i : ST — D? die natiirliche Inklusion ist. (Der Buchstabe r steht fiir “Retrakt”.)

Bemerkung 3.29. Wie immer ist das Wortchen “stetig” hier entscheidend. Man skizziert leicht(!) eine
nicht stetige Abbildung r, die die Bedingungen des Lemmas erfiillt.

In eine andere Richtung vergleiche man die Aussage hier mit der (vgl. Ubungsaufgabe 2.16), dass es keine
stetige surjektive Abbildung [0,1] — {0, 1} gibt.

Beweis. Wir nehmen an, es giibe eine solche (stetige!) Abbildung » und leiten einen Widerspruch her.
Betrachte die Schleife v;, die einmal gegen den Uhrzeigersinn um die S' herumliuft, sowie die Schleife
70, die konstant bei (1,0) € S verharrt (siehe Beispiel 3.20).
In D? haben wir eine Homotopie, die diese Schleife auf die Schleife zusammenzieht, die konstant bei (1,0)
verharrt:
H :[0,1] x [0,1],(s,t) — H(s,t) :=t(1,0) + (1 — t)y1(s).

Hierbei benutzen wir, dass D? konvex ist und damit der Punkt H(s,t) stets in D? liegt. AuBerdem ist H
stetig und erfiillt die iibrigen Bedingungen an eine Homotopie. Wir halten fest:
Y0 ~ 71,

wobei die Homotopie hier als Homotopie von Schleifen in D? verstanden ist.

Laut Definition und Lemma 3.27 ist dann r o H eine Homotopie (in S') zwischen r o v und 7 o ;.
Andererseits ist wegen r|s1 = id auch r o 3 = 71 und ebenso mit 7. Wir wiirden also eine Homotopie
(diesmal in S'!) zwischen vy und 7, erhalten. Insbesondere wire (wegen S' < R2\{0}) dies auch eine stetige
Homotopie zwischen 7y und ; in R?\{0}. Hieraus wiirde folgen (Theorem 3.24)

1= W(7170) = W(’YOaO) = 07

der gewiinschte Widerspruch. O



Video 22.05.20
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Beweis. (von Theorem 3.26) Wir nehmen an, dass f(p) # p fiir alle p € D? ist. Dann betrachten wir den
Strahl L, der von f(p) ausgeht und durch p geht. (Beachte: er ist wohldefiniert, da f(p) # p.) Wir zeigen:
(1) Die Teilmenge

(' N L)\{S(P)}

hat genau ein Element, dieses bezeichnen wir mit r(p). (D.h. L, hat (eventuell abgesehen von f(p))
genau einen Schnittpunkt mit S1.)
(2) Die Abbildung D? — S, p s r(p) ist stetig.

(3) Die Einschriinkung von r auf S* ist die Identitiit, d.h. r(p) = p fiir p € S*(c D?).
Diese Behauptungen liefern den gewiinschten Widerspruch wegen Lemma 3.28.

Diese Behauptungen kann man auf verschiedene Weisen sehen; wir nutzen eine explizite Rechnung. In
[CS66, §28] ist ein schones geometrisches Argument angegeben. Wir nutzen, dass

r(p) = f(p) + ap(p — f(p),
wobei a, > 0 die Zahl ist, so dass
1f(p) +ap(p— f(p)] =1
ist (d.h. f(p) + ap(p — f(p)) € S'). Diese Gleichung ist auch dquivalent zu

1=1|f(p) +ap(p— f(p)I?
= |f(0))* + 2{f(P), ap(p — f(0)) + lap(p — ()]
=1f®)* + 2a,{f(p),p — F(P)) + (ap)?|p — F(P)|*.

(Hierbei nutzen wir die allgemeine Formel |v +w|? = |v|?> 4+ 2{v, w) + |w]|? fiir zwei Vektoren v, w € R?, wobei
(v, w) das Skalarprodukt bezeichnet. Man priift sie leicht durch explizites Nachrechnen(!) .) Fiir fixiertes p
(und damit f(p)) ist dies eine quadratische Gleichung in a,. Ihre Losungen sind

_ —®)p = fo) £V @)p = FO))? — Ip = f)P(f )~ 1)
lp— f(p)I? '

Wegen |f(p)| < 1 ist der Ausdruck in der Wurzel gréfier gleich als {f(p),p — f(p))?, damit ist die Losung
mit “4” (statt “—") die eindeutige nicht-negative Losung der Gleichung. Als Verkettung von polynomialen
Ausdriicken und Wurzeln ist p — a,, stetig, also ist auch p — r(p) stetig! Fiir p € S1 ist schliefllich r(p) = p,
da dann p ein Schnittpunkt von L, mit S! ist. Mit anderen Worten: es gilt r|s:1 = id. O

ap

3.3 Komposition von Schleifen

Theorem 3.24 besagt, dass wir einer Schleife v in R?\{0} (auf sehr sinnvolle und interessante Weise!) eine
ganze Zahl zuordnen kénnen, ndmlich die Windungszahl w(+y,0). Ganze Zahlen kann man addieren (und
multiplizieren, dies wird fiir uns hier jedoch weniger wichtig sein). Diese Tatsache ist natiirlich sehr grund-
legend fiir die ganzen Zahlen und wir suchen daher nach einer Entsprechung der Addition auf der Seite der
Schleifen. Diese Entsprechung wird die Komposition von Schleifen sein, die wir nun einfiihren.

Sei im folgenden stets X ein topologischer Raum und x € X ein fixierter Punkt. Wenn nichts anderes
gesagt ist, haben alle Schleifen in X den Basispunkt x.

Definition 3.30. Die konstante Schleife mit Basispunkt x ist definiert als
ez [0,1] - X, t — x.

Eine Schleife ~y, die homotop zu e, ist, heifit nullhomotop.
Fiir eine Schleife v definieren wir eine weitere Schleife

FH[0,1] = Xt y(1—t).

(Die Notation y~! suggeriert, dass es sich um eine Art Inverses handelt, dies ist im Moment noch nicht
gerechtfertigt.)


https://wwu.zoom.us/rec/share/vOVQCYOs13hOSKPAuHvvVJMrXcP7T6a81iBL__QJzhna6vQzsV2aX_BYnFhshk1Q?startTime=1590127414000
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Um die Komposition zu etablieren, benttigen wir ein Lemma. Man kénnte es umschreiben indem man
sagt: die Verklebung stetiger Abbildungen ist wieder stetig.

Lemma 3.31. Seien X ein topologischer Raum und
X=AuUB

eine Uberdeckung durch zwei abgeschlossene’ Teilmengen A und B (die wir wie immer mit der Teilraumto-
pologie versehen). Sei Z ein topologischer Raum. Seien f: A — Z und g : B — Z stetige Abbildungen mit
der Eigenschaft dass

flanB = glanB.

(D.h. f(x) = g(x) fir ein € A n B.) Dann ist die Abbildung
t:X=AuB—>Z,xr—>t(:c):={

(wohldefiniert und) stetig.

Beweis. Nach Voraussetzung an f und g ist ¢ wohldefiniert. Wir zeigen dass ¢ stetig ist.
Wir nutzen hierzu folgende Tatsache: eine Abbildung e : S — T zwischen topologischen Rdumen ist stetig
genau dann, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. In der Tat, fiir U < T offen ist

e (T\U) = e M T\ (U) = S\e™ (V)

genau dann abgeschlossen, wenn e~ !(U) offen ist.
Sei also V © Z abgeschlossen. Wir zeigen, dass t~*(V') abgeschlossen in X ist:

V)= V) v gTi(V)
—
abgeschlossen in A abgeschlossen in B

Also ist f~(V) abgeschlossen in A, und nach Voraussetzung A — X ebenfalls abgeschlossen. Damit ist
fY(V) in X abgeschlossen.(!) Ebenso ist auch g~ (V') abgeschlossen in X, also auch die obige Vereinigung.[] @

Definition und Lemma 3.32. Seien vy, 71 : [0,1] — X Pfade in X mit Video 16.06.20

®

Dann ist die Komposition der Pfade

, Y0(2t) 0<t<3

wieder ein Pfad.
Man liest dies als “y; nach 7y,
laufen wird, danach ~;.
(Insbesondere, wenn 7o, 1 Schleifen mit dem gleichen Basispunkt « sind, so ist auch v; o~y eine Schleife
mit Basispunkt z!)

”

mit der Idee, dass zunéchst v (mit doppelter Geschwindigkeit) durch-

Beweis. Bezeichne diese Abbildung mit v := 7; o vg. Beachte zunichst, dass die Definition von ~ fiir ¢t = %
wohldefiniert ist, da (1) = 1(0) = = nach Voraussetzung. Aulerdem gilt v(0) = ~(1).

Es bleibt zu zeigen, dass 7 eine stetige Abbildung ist. Die Abbildungen o : [0, 3] = X, ¢ — 79(2t) und
i [3,1] > X, t > 11 (2(t—3)) sind stetig(!) (als Komposition welcher stetiger Abbildungen?) Wir wenden @
Lemma 3.31 auf 49 und 47 an und erhalten die Stetigkeit von ~. O

IDie Aussage von Lemma 3.31 ist (mit einem #dhnlichen Beweis) auch richtig, wenn A und B beide offen in X sind. Fordert
man jedoch keine derartigen Eigenschaften, ist die Aussage falsch: z.B. fir X = R, A={r e R,z <0}, B={z € R,z > 0}
und f(a) =1, g(b) = 0 ist die Abbildung ¢, die man so erhélt, nicht stetig.


https://wwu.zoom.us/rec/share/psZrKY_Opm5OHonP5EbyWaoFAp-iaaa8gXcbqfcLnxwUSixDoGFUrAYWQc-U81me?startTime=1592287750000
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Bemerkung 3.33. Diese Verkniipfung hat einige fremdartige Eigenschaften:
(1) die Verkniipfung mit dem konstanten Weg e, gibt einen neuen Weg: fiir eine Schleife vy mit Aufpunkt x
ist i.A.
€z 0y # 7,

denn z.B. fiir t = 2 ist (e, ©7)(3) = e,(3) =  im Allgemeinen ungleich (2). Ebenso ist auch

Yoer # 7.
(2) AuBerdem ist fiir drei Schleifen auch
(v2om) e # 720 (11 2%)

(3) Fiir eine Schleife v mit Aufpunkt z gilt
7oy # ey,
oyl # e

Die Wege links durchlaufen «y einmal vorwérts, anschlieflend riickwérts (jeweils mit doppelter Geschwin-
digkeit), wihrend rechts der Weg konstant bei x verharrt.

(4) Fiir zwei Schleifen v, und o gilt im Allgemeinen
71 0% # Y0 °71-

3.3.1 Komposition und Homotopie von Schleifen

Wir kénnten uns hier enttduscht abwenden, denn die Kompositionen von Schleifen zu betrachten, scheint
keine sehr guten Eigenschaften zu haben. Die Windungszahl unterscheidet, wie wir in Theorem 3.24 gesehen
haben, jedoch nicht zwischen homotopen Schleifen. Dies bringt uns zu der Idee, Homotopieklassen von
Schleifen zu verkniipfen. In der Tat sehen wir schon dass zumindest das Problem bei 41 und 42 nur von
der ungeschickten Wahl der Geschwindigkeit herriihrt.

Lemma 3.34. Sei X ein topologischer Raum und + etc. Schleifen mit dem gleichen Basispunkt z € X. Dann
gilt
(1) Homotopie von Schleifen (bzw. allgemeiner sogar von Pfaden) ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es gilt
(a) v~
(b) o ~ 71 ist dquivalent zu 1 ~ 7o
(c) fir yo ~ 71, 71 ~ 72 = Y0 ~ 72
(2) Die Homotopierelation ist mit der Komposition von Pfaden vertriglich in dem Sinne dass fiir homotope
Pfade v ~ ' und 6 ~ 0" auch deren Kompositionen homotop sind:

yod ~5 0.

(3) yov l~ep v loy~e,,
(4) yoer~7,ec0y~7,
(5) (v20m)ov ~ V20 (71 07)-

Beweis. All diese Aussagen werden bewiesen, indem eine explizite Homotopie angegeben wird. Fiir 77 sei
Hyy : [0,1] x [0,1] —» X eine Homotopie zwischen 7 und -; und ebenso Hyo eine Homotopie zwischen 74
und ;. Definiere eine Abbildung

H01(8,2t) te [0, ]./2],

H : [0,1] X [O, 1] - X, (S,t) — { H12(S,2(t_ %)) te [1/2, 1]
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Wir zeigen, ganz dhnlich wie im Beweis von Definition und Lemma 3.32, dass H eine Homotopie zwischen g
und y; ist. Zunéchst ist die Abbildung wohldefiniert, da Hoi(1,t) = v1(t) = H12(0,t). Auch die Endpunkte
sind festgehalten, d.h. H(0,?) = Ho1(0,t) = 70(0)(= 71(0) = 72(0)) sowie H(1,t) = 7(1)(= 71(1) = 72(1))
fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Abbildung H ist stetig aufgrund von Lemma 3.31.

_ Far (5) ist hier eine bildliche Beweisidee, die formale Ausformulierung ist eine Ubungsaufgabe, siche
Ubungsaufgabe 3.6.

Eine kleine Anwendung (vgl. Bemerkung 3.23):

Folgerung 3.35. Die Pfade
ve [0,1] = 8%, (£) i= (cos(nt), sin(+7t))
(mit Anfangspunkt (1,0) und Endpunkt (—1,0) sind in S* nicht homotop.

Beweis. Betrachte den Pfad 4, der durch Spiegeln am Ursprung aus «y+ entsteht.
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Etwas formaler:
8+ :[0,1] = S, 54 (t) := (— cos(+mt), —sin(£nt)) = (cos(£m(t + 1)), sin(£7(t + 1))).

Dann ist 64 oy, = 41, wobei 7, die o.g. Schleife in S! ist. Ebenso ist §_ oy_ = v_;.
Wire v, ~ v_, so wiirde diese Homotopie durch Spiegeln am Ursprung auch eine Homotopie zwischen
94+ und 0_ liefern(!) . Wir wiirden dann erhalten

Y1 =040+
~d_oy_
=7-1,

denn Kompositionen von Pfaden sind mit Homotopie vertriiglich (Lemma 3.34,(2)). Wegen w(v+1,0) = +1
ist dies ein Widerspruch zu Theorem 3.24. O

Bemerkung 3.36. Die Beobachtung, dass die Komposition i.A. ganz wesentlich von der Reihenfolge abhéngtlli
(wir sagen “die Komposition ist nicht kommutativ”, ist jedoch kein Fehler im System, sondern eher ein in-
teressantes Feature: betrachte hierzu die “Négel” (in der Sprechweise von Frage 1.4)

p= (_17O)aq = (170) € R2
sowie die “Medaille” z = (0, —3). Betrachte zwei Schleifen « und 3, die vom Aufpunkt = jeweils genau einmal

p bzw. ¢ umrunden wie in der Skizze (die Windungszahl sind w(a, ) = —1 sowie w(8,z) = —1, man hitte
auch genau so gut Schleifen mit Windungszahl +1 nehmen kénnen). Wie wir noch sehen werden, ist

y:=pBtoatoBoa

eine Losung fiir unser Medaillenproblem!

A h
— X

(Der Klarheit halber sind in der Skizze die Schleifen o und a~! ein wenig nebeneinander gezeichnet und die
Enden jeweils ein wenig neben den Aufpunkt x gezeichnet.)

Die nicht-triviale Tatsache, die wir im Moment noch nicht beweisen kénnen ist die Behauptung, dass die
Schleife v in R?\{p, ¢} nicht nullhomotop, d.h. nicht homotop zur konstanten Schleife e, ist. Anschaulich ist
das wieder recht einleuchtend, und physikalisch entspricht diese Behauptung der Tatsache, dass die Négel das
Band halten. Einen formalen Beweis kénnen wir spéter mit Hilfe des Satzes von van Kampen (Theorem 4.32)
fiihren.

Was wir nun jedoch zumindest bereits verstehen ist folgendes: wenn wir einen Nagel, sagen wir ¢ entfernen,
betrachten wir also als topologische Raum nun R?\{p}. In diesem Raum ist v nullhomotop: dies kann man
sich entweder bildlich veranschaulichen:
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Wir halten fest: 3 ist in R?\{p} nullhomotop, ebenso auch f~!. Die Rechenregeln in Lemma 3.34 besagen
nun (alle Homotopien sind in R?\{p} gemeint)
y:=pftoatoBoa

~ezoa toe,0a

~atoa

~ €.
Wir erhalten also noch einmal, auf etwas anderem Wege, die Tatsache, dass v (in R?\{p}; und ebenso
natiirlich in R?\{g}) nullhomotop ist. D.h. entfernen wir einen der beiden Nigel, fillt das Band herunter!

3.4 Abstrakte Gruppen

Wie in der Einleitung skizziert ist die Strategie der algebraischen Topologie, topologische Fragen zu be-

antworten, indem sie in algebraische Fragen iiberfithrt werden und diese dann beantwortet werden. In die- Video 26.05.20
sem Kapitel lernen wir einiges Handwerkszeug, um derartige algebraischen Fragen zu behandeln. Gruppen

sind jedoch keineswegs nur als Mittel fiir die algebraische Topologie relevant, sondern kommen in unge-

mein vielen mathematischen und nicht-mathematischen Gebieten vor. Schau dir doch einmal den Artikel
https://en.wikipedia.org/wiki/Group_(mathematics) zu dem Thema an!

3.4.1 Definition und erste Beispiele

Definition 3.37. Eine Gruppe ist eine Menge G, zusammen mit einer Abbildung
0:Gx G- G,

die folgenden Bedingungen (die sog. Gruppenaxiome) geniigt. Hierbei schreiben wir g o h fiir das Bild von
(g, h) unter der Abbildung o.
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle g, h,i € G gilt

go(hoi)=(goh)oi.
(2) Es gibt ein Element e € G mit der Eigenschaft

eog=g, goe=g

fiir alle g € G. Solch ein Element heifit neutrales Element.


https://wwu.zoom.us/rec/share/y51TPaDo1UFLQ7P28hHCRpEuOJnAeaa81CMe-Pdbyk0O5mFXTASDTDQ5V1aMoEHQ?startTime=1590473267000
https://en.wikipedia.org/wiki/Group_(mathematics)
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(3) Fiir jedes Element g € G existiert ein Element welches mit g=! bezeichnet wird, so dass

gogl=e glog=e

Fin Element mit dieser Eigenschaft heiflt inverses Element von g.

Beispiel 3.38. Wir kennen aus der linearen Algebra folgende Beispiele (eventuell ohne sie als Gruppen
bezeichnet zu haben). Was sind jeweils neutrales Element und Inverse?

e Wenn k ein Kérper ist (z.B. k = R, C oder Q) so ist die Menge k zusammen mit der Addition +
eine Gruppe. 0 € k ist das neutrale Element und —z das Inverse von z. Dies sieht man sofort(!) durch
Vergleichen der Definitionen.

Auflerdem ist die Menge k* := k\{0} versehen mit der Multiplikation - eine Gruppe.
e Fiir einen Korper k ist die Menge k* versehen mit der Addition keine Gruppe, da fiir x,y # 0 die
Summe x + y nicht unbedingt # 0 ist. Daher, wenn wir von k* (z.B. R*) sprechen, ist als Grup-

penoperation stets die Multiplikation gemeint. Man spricht auch von der multiplikativen Gruppe von
k.

e Wenn V ein Vektorraum ist, so ist V' mit der Addition versehen ebenfalls eine Gruppe. Auch die ganzen
Zahlen Z, mit der Addition versehen, sind eine Gruppe.

Definition 3.39. Die sog. triviale Gruppe hat nur ein Element 1 (welches auch das neutrale Element ist).
Wir bezeichnen sie mit {1}.

Definition 3.40. Eine Gruppe (G, o) heifit abelsch, wenn fiir alle g, h € G gilt:
goh=hog.

Definition und Lemma 3.41. Sei X ein topologischer Raum, = € X ein fixierter Punkt. Dann ist die
Menge
71 (X, x) := {Schleifen in X mit Aufpunkt z}/Homotopie

eine Gruppe, wobei die Gruppenoperation durch die Komposition von Schleifen bestimmt ist. Die Gruppe
heifit Fundamentalgruppe von X (mit Basispunkt oder Aufpunkt x).

Beweis. Dies ist genau der Inhalt von Lemma 3.34:

e Zunichst ist Homotopie eine Aquivalenzlllrelation, damit ist die Menge der Aquivalenzklassen wohldefi-
niert. Zur Erinnerung (dies gilt fiir jede Aquivalenzrelation): die Elemente in 71 (X, ) sind die Mengen
(alle Schleifen mit Basispunkt )

[v] := {Schleifen § mit 6 ~ ~}.
e Die Verkniipfung o auf (X, x), die durch

[V [Y]:=1[yev1]
definiert ist, ist wohldefiniert.

e Es gilt [v](e[v] o [v']) = ([7] o [']) o [v"] (Assoziativitit). AuBerdem ist [e,] das neutrale Element:
[ex] o [v] = [7] = [7] o [ex]. SchlieBlich ist [y~1] o [y] = [y] o [y~!]. Also sind alle Gruppenaxiome
erfiillt. 0

Wihrend die zuvor erwéhnten Gruppen alle abelsch sind, ist die Fundamentalgruppe in vielen Féllen nicht
abelsch. Beispielsweise werden wir sehen dass die Fundamentalgruppe von R?\{p, ¢} fiir zwei verschiedene
Punkte p # ¢ € R? nicht abelsch ist; dies hatten wir bereits im Zusammenhang mit dem Medaillenproblem
angedeutet, siche Bemerkung 3.36. Abelsche Gruppen sind deutlich einfacher zu verstehen als nicht-abelsche
Gruppen.
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Beispiel 3.42. Sei M eine Menge. Wir betrachten die Menge
Aut(M) :={f : M — M bijektiv}

und versehen sie mit der Komposition als Gruppenoperation, d.h. fir f,g € Aut(M) ist die Verkniipfung
f o g die folgende Abbildung

fog:me f(g(m)).
Man priift sofort(!) nach, dass auch f o g wieder eine Bijektion ist.
Das neutrale Element in Aut(M) ist die Abbildung idy; : m — m. Inverse sind gegeben durch die
Umkehrabbildung (hier wird benétigt, dass in Aut(M) nur Bijektionen und nicht beliebige Abbildungen

M — M enthalten sind). Man priift dann ohne Schwierigkeiten nach(!) , dass Aut(M) eine Gruppe ist.
Sobald M mehr als 2 Elemente hat, ist Aut(M) nicht abelsch(!) .

Dieses Beispiel liefert noch zahlreiche weitere, ebenfalls nicht abelsche Beispiele:

Beispiel 3.43. Sei V ein Vektorraum (iiber einem fixierten Korper k). Die Menge
GL(V) :={f : V — V bijektiv und k-linear}

ist die sog. allgemeine lineare Gruppe von V. Sie ist wieder mit der Komposition eine Gruppe; neutrales
Element und Inverse sind wie in Aut(M).

Beispiel 3.44. Fiir n > 1 und einen Korper k ist die Menge
GL, (k) := {A € Mat,, x,,, A invertierbar}

ebenfalls eine Gruppe, versehen mit der Matrizenmultiplikation. (Aus der linearen Algebra wissen wir, dass
Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' sich nach Wahl einer Basis durch Matrizen
beschreiben lassen, daher ist dieses Beispiel in Wahrheit ein Spezialfall des vorigen Beispiels.)

3.4.2 Gruppenhomomorphismen

Wie vor Definition 2.12 erwéhnt, ist man an strukturerhaltenden Abbildungen zwischen mathematischen
Objekten interessiert. Wir definieren daher:

Definition 3.45. Seien (G,o) und (H,*) zwei Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus oder kurz Homo-
morphismus ist eine Abbildung f : G — H (von Mengen) mit der Eigenschaft, dass

flgog') = f(g)* f(d")

fiir alle g, ¢’ € G gilt.
Ein Homomorphismus f : G — H heifit Gruppenisomorphismus oder kurz Isomorphismus, falls es Grup-
penhomomorphismus
m:H -G

gibt, so dass die beiden Kompositionen die jeweiligen Identitéitsabbildungen sind, d.h.
mo f=idg, fom =idy.

Lemma 3.46. Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f bijektiv
ist.

Beweis. “=": wenn es einen Gruppenhomomorphismus ¢g : H — G gibt mit fog =idy und go f = idg, so
ist f natiirlich bijektiv.

“&”: fiir einen bijektiven Homomorphismus f : G — H ist die Umkehrabbildung f~! : H — G ebenfalls
ein Gruppenhomomorphismus (im Gegensatz zu einer beliebigen Abbildungen, die die Gruppenstruktur nicht
beriicksichtigt). In der Tat, die Behauptung

F7Hhx b)Y = f7HR) o fTHI)

M
O
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ist dquivalent zu

FUH R RY) = f(f7HR) o f7HR)
da f bijektiv ist. Letztere Gleichung gilt: beide Seiten sind gleich h x A/, fiir die rechte Seite benutze hierzu
dass f ein Homomorphismus ist, so dass f(f~1(h) o f=Y(R')) = f(f~L(h)) * fF(f~L(R')) = h =}/ O

Lemma 3.47. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt f(eq) = ey sowie f(g~1) = f(g)~!
fir alle g € G.

Beweis. Dies folgt aus
fle) = fleoe) = f(e) x f(e).

Anwenden von f(e)~! » — auf beide Seiten der Gleichung und Benutzung der Assoziativiit liefert

e = f(e)™ * fle) = (f(e) ™) * f(e)) * f(e) = flec)-
Der Beweis der zweiten Aussage ist dhnlich(!) . O

Also bewahrt ein Gruppenhomomorphismus nicht nur die Gruppenoperation (nach Definition), sondern
auch neutrales Element und Inverses und damit die gesamte Struktur in einer Gruppe.

Beispiel 3.48. (1) Eine lineare Abbildung
f:V-Ww

zwischen zwei Vektorrdumen erfiillt

f' +0") = () + f(0")

fiir alle v’,v” € V gilt. (Dariiberhinaus wird noch gefordert dass f(Av) = Af(v) fiir A € k und v € V gilt,
dieser Teil der Definition ist fiir die folgende Diskussion jedoch nicht relevant.) Damit ist eine lineare
Abbildung (insbesondere) ein Gruppenhomomorphismus

(Vi) = (W, 4).
(2) Die Abbildung
f:R-> R,z 2>

ist kein Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition, denn es gilt i.A.
fla+y) = (@+y)? #2° +y* = f(2) + f(y).

(3) Die Abbildung
o (R\{0},) = (R\{0}, ),z > 2

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt
fla-y) = (zy)? =2y = f(2) - f(y).

(4) Die Exponentialabbildung
exp: R - R* := R\{0}
erfiillt die Gleichung
exp(z + y) = exp(x) exp(y). (3.49)
Also: die Addition in R wird unter der Exponentialabbildung zur Multiplikation in R*. Demnach

handelt es sich bei
exp: (R, +) —» (R%,")

um einen Gruppenhomomorphismus. Die tragende Rolle dieser Funktion in der Mathematik geht aus
Ubungsaufgabe 3.18 hervor.
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3.5 Die Fundamentalgruppe von S!

Das Ziel dieses Abschnitts ist folgende Aussage. Wir erhalten hiermit das erste Beispiel einer nicht-trivialen Video 29.05.20

(d.h. interessanten!) Fundamentalgruppe. @
Theorem 3.50. Die Abbildungen Video 09.06.20
w:m(Sh1) - Z, @
[v] — w(,0)
und

I':Z—m(S'1),
n =[]

sind zueinander inverse Gruppenisomorphismen. (Hierbei bezeichnet wie oben [] die Aquivalenzklasse von
v beziiglich der Homotopie-Aquivalenzrelation ~.) Wie in Beispiel 3.20 ist hier

Y : [0,1] = R2\{0}, ¢ = (cos(27nt),sin(27nt))

die Schleife, die die S* mit |n|-facher Geschwindigkeit umléuft, und zwar in mathematisch positivem Drehsinn
(gegen den Uhrzeigersinn) fiir n > 0, und in negativem Drehsinn fiir n < 0 (und fiir n = 0 natiirlich die
konstante Schleife).

Fiir den Beweis werden wir die folgenden beiden Lemmata benutzen. Ein wichtiger Schritt des Bewei-
ses wird darin bestehen, eine Schleife in S! mittels Lemma 3.51 durch eine polygonale Approximation zu
ersetzen. Da diese polygonale Approximation nur eine Schleife in R?\{0} ist, bentigen wir auBerdem Lem-
ma 3.52, welches uns sicherstellt, dass wir eine gewisse Homotopie in R?\{0} wieder auf eine Homotopie in
S zuriickfithren kénnen.

Lemma 3.51. Sei 7 eine Schleife in R?\{0} und betrachte eine geniigend feine Approximation von v durch
eine polygonale Schleife yr, die in Lemma 3.18 diskutiert wurde. Dann ist v (in R?\{0}) homotop zu vr.

Beweis. Die Stiicke [y(tx—1),v(tx)] sind jeweils homotop zu 7| 1, da der nach Definition von “geniigend

te—1,tk

fein” existierende Ball (siche Skizze) konvex ist (Ubungsaufgabe 3.10).

Damit sind auch die Kompositionen dieser Stiicke, v bzw. 7, homotop zueinander. (Streng genommen haben
wir die Komposition von Pfaden in Definition und Lemma 3.32 nur definiert, wenn sie als Definitionsbereich
[0,1] haben. Diese Definition ldsst sich fiir die Zwecke dieses Beweises ohne Miihe abwandeln zu einer
Komposition zweier Pfade vg : [a,0] = X, 71 : [b,c] = X, 71 070 : [a,c¢] — X. Dies auszuschreiben bleibt
dir iiberlassen (1) ). O @

Lemma 3.52. Seien g und 7; zwei Schleifen in S*. Diese Schleifen sind in S* homotop genau dann, wenn
sie in R%\{0} homotop sind.

Beweis. “=": eine Homotopie H : [0,1]?> — S' zwischen diesen Schleifen ist natiirlich auch eine Homotopie
mit Werten in R?\{0}.


https://wwu.zoom.us/rec/share/vf1XBYro9W5LBaPMwWTdB_ECXbm4T6a8gyFI8vNfyk51RN0AdkxUf5T6PIpY5nUi?startTime=1590732325000
https://wwu.zoom.us/rec/share/ueNJcr_p_D9IbI2SskjcAYsAQa3aeaa81CUbrPMEzE2EdeG6K99iG5C-wfneX2p4?startTime=1591682659000
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“<": Sei nun umgekehrt H : [0,1]> — R?\{0} eine Homotopie zwischen den Schleifen. Dann ist die
Abbildung

H:[0,1] % [0,1] = S (s,8) = M

eine Homotopie zwischen 7o und 7, in S'. In der Tat: zuniichst ist die Abbildung H wohldefiniert, da
|H(s,t)| > 0. Sie nimmt nach Konstruktion Werte in S an. AuBerdem ist sie stetig, da die Abbildung
[0,1]2 - R>?, (s,t) = |H(s,t)] stetig ist(!) und damit auch die obige Division von H durch diese Werte.
AuBerdem gilt fiir Punkte (s,t) mit H(s,t): H(s,t) = H(s,t), so dass insbesondere H(s,0) = yo(s) und
ebenso mit ;. Ferner ist H(0,t) = H(1,t) = 75(0) = 7o(1), d.h. Anfangs- und Endpunkt werden festgehalten.
Damit ist H eine Homotopie (in S'!) zwischen ~o und 7;. O

Im Beweis des Theorems werden wir folgende Sprechweise benutzen:

Definition 3.53. Sei P = (py,...,pn) €in Polygonzug. Dann ist der zu P assoziierte polygonale Weg ~vp
definiert als
~vp : [0,1] - supp P

kE+1 k
t—n (+ — t) Dk +n (t - ) pr+1  fir t e [k/n, (k+1)/n].
n n
(d.h. die Punkte % — pi und dazwischen ist yp stiickweise linear).

Beweis. (von Theorem 3.50)
(1) Bezeichne die Abbildung n — [v,] mit I'. Wir zeigen, dass I" ein Gruppenhomomorphismus ist, d.h.

I'(n+m) =T(n)oI'(m)

fir alle n,m € Z. Da die Elemente in 7 (S',1) Homotopicklassen von Schleifen (im Gegensatz zu
Schleifen selbst) sind, bedeutet diese Behauptung:

Tntm ~ Yn © Ym-

(Hierbei steht ~ fiir Homotopie von Schleifen in S*.) Wir konstruieren eine Homotopie zwischen v, 0y,
mittels folgender Abbildung:
H:[0,1] x[0,1] = R

. t-2sm+ (1—t)-2s24m 0<s<3
Hs,t) := { t-(m+@2s—1)n) +(1—t)-2s22 L <s<1
/)
m +n H (§! O) /
\\’ 7"'//
i ) f_ /_/"$""‘ H (5‘ 4)
L : //
w b
yf,_l‘(.//;:"//// e
O E j ' ——aly

7 1

Dann ist H eine Homotopie zwischen & : s — s(m +n) und 6; : s — 2sm fiir 0 < s < 1 und
s — m+(2s—1)n sonst. ((!) , wieso ist H stetig?) Sei aufilerdem e : R — C die Abbildung s — exp(27is).
Dann ist laut Definition und Lemma 3.27, (2) e, (H) eine Homotopie zwischen v, o v, = e, (d1) (fiir
t = 1; beachte hierfiir 7, 0 Y (s) = yn(25 — 1) = exp(2min(2s — 1)) fiir 3 < s < 1. Letzteres ist gleich

exp(2mi(m + n(2s — 1)) = ex(d1)(s)) und yp4m = €x(dg) (fiir ¢ = 0).
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(2)

3)

Die Abbildung [v] +— w(~,0) ist wohldefiniert, d.h. die Windungszahl ist nur von der Homotopieklasse
abhéngig. Dies ist gerade die Aussage von Theorem 3.24.

Die Komposition
Z5 (s 1)S5Z
ist die Identitét, denn w(y,,0) = n (siehe Beispiel 3.20).

Es bleibt zu zeigen, dass die andere Komposition I' o w ebenfalls die Identitéit ist. Sobald dies gezeigt
ist, ist I' demnach bijektiv und damit nach Lemma 3.46 ein Gruppenisomorphismus.

Wir miissen also zeigen, dass fiir jede Schleife 6 in S! eine Homotopie
d ~ Tn

besteht, wobei n := w(4,0)(e Z).

Die Beweisstrategie hierfiir ist die folgende:

(a) Wir fithren diese Behauptung auf eine dhnliche Behauptung fiir eine polygonale Schleife zuriick.
(b) Wir passen diese polygonale Schleife an, indem wir einige “harmlose” Zwischenstiicke einfiigen.

(c) Wir zerlegen diesen so angepasste polygonale Schleife in geschlossene Polygonziige, die nur aus 3
Ecken bestehen.

(d) Fiir solche dreieckigen Polygonziige zeigen wir die Behauptung durch eine explizite Konstruktion.
Zu (4)a: betrachte die Schleife §r, die in Lemma 3.18 als geniigend feine polygonale Approximation

an § betrachtet wurde. Laut Lemma 3.51 besteht in R?\{0} eine Homotopie zwischen § und dr. Laut
Theorem 3.24 gilt n = w(dr,0). Wir zeigen im folgenden, dass es in R?\{0} eine Homotopie

5T ~ Tn (354)

gibt. Da die Homotopierelation transitiv ist (Lemma 3.34) erhalten wir eine Homotopie in R?\{0}
zwischen § und 7,. Laut Lemma 3.52 sind diese Schleifen dann auch in S homotop. (Dieses letzte
Argument ist notwendig da 7 keine Schleife in S* sondern nur in R?\{0} ist!) Alle folgenden Homotopien
sind in R?\{0} zu verstehen.

Zu (4)b: die Schleife 7 wird durch einen Polygonzug definiert, sagen wir P = (po, p1, - - ., pr). Um (3.54)
zu zeigen, diirfen wir annehmen, dass fiir alle k gilt:

pr # (—1,0). (3.55)

In der Tat, falls px = (—1,0) = y(tx) sowie y(tx—1),¥(tk+1) # (—1,0), so kénnen wir den Polygonzug
durch Hinzufiigen von tj + € fiir gentigend kleines € > 0 verfeinern und anschlieend ¢; weglassen. Der
erhaltene Polygonzug ist (fiir geniigend kleines € > 0) immer noch fein genug und enthélt den Punkt
(—1,0) nicht mehr.
Wegen (3.55) folgt:

(0,0) ¢ [1, px]. (3.56)

Deswegen ist der Polygonzug (schreibe 1 := (1,0) = py = p,.)
Z = (pO = 17]717]727 17p27p37 1a ceey 1apk—17pk7 17 ceesPr = 1)

ein Polygonzug, dessen Triger in R?\{0} liegt. Die polygonale Schleife pz, die zu Z assoziiert ist, ist
(in R?\{0}) homotop zu &7, da die Streckenziige [px—1,1] sowie [1,py] hinzugefiigt werden und die
Komposition der Pfade [1,px] und [ps, 1] laut Lemma 3.34(3) nullhomotop ist.
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(In der Skizze sind die Strecken von 1 zu py und zuriick zur besseren Erkennbarkeit nebeneinander
gezeichnet.)

Die Behauptung (3.54) ist also dquivalent zu
Pz ~ Yn-

Zu (4)c: es ist nach Konstruktion pz (vgl. Ubungsaufgabe 3.4) homotop zur Komposition der Schleifen
pz die zu den Polygonziigen

Zy = (1, pr—1,Pk, 1)
assoziiert sind.

Wir greifen hierfiir auf die Notation im Beweis von Lemma 3.13 zuriick: sei ¢y € [0,27) das Argument
von pg, d.h. der Winkel zwischen der xz-Achse und dem Strahl von 0 durch pg. Es gilt fir 1 < k < n:

O(pr—1,Pk,0) = o, — Pr—1 + 2mmy, (3.57)

mit my, € {—1,0,1}. AuBerdem gilt n = > _| my.
AuBerdem ist (Schritt (1), s.0.) wegen n = >}, my, die Schleife 5,, homotop zur Komposition v, o - -0, .
Da Kompositionen von Pfaden mit Homotopien vertriiglich sind (Lemma 3.34) geniigt es also eine
Homotopie (in R?\{0})

PZ ~ Ymy,
anzugeben.

Zu (4)d: Wir haben die Behauptung (3.54) also schlussendlich auf folgende Aussage zuriickgefiihrt: fiir
einen dreieckigen Polygonzug
Q= (1,p1,p2,1)

(so wie Zi) mit Windungszahl m(e {—1,0,1}) ist der zu Q assoziierte polygonale Weg p homotop zu
Ym-

Aus dem Beweis von Lemma 3.15 wissen wir: liegen die Punkte eines Polygonzugs Q alle in der oberen
Halbene H := {(z,y),y > 0}, so ist w(Q,0) = 0. Das gleiche Argument zeigt auch: liegen die Punkte
alle in einer beliebigen Halbebene (in R%\{0}), so gilt ebenfalls w(Q,0) = 0. In diesem Fall, da eine

Halbebene konvex ist, sind auch die polygonalen Pfade pg (in dieser Halbebene und damit insbesondere
in R2\{0}!) nullhomotop (Ubungsaufgabe 3.10).

Es bleibt der Fall zu betrachten, wo es keine derartige Halbebene gibt. Einer der beiden Punkte p; oder
po liegt dann in der linken Halbebene (wo x < 0). Sagen wir, es ist p; (der Fall dass es sich um py handelt
geht dann analog). Da p1, pa # (—1,0) liegt auflerdem einer der beiden Punkte in der oberen Halbebene,
der andere in der unteren Halbebene. Angenommen der Punkt p; liegt in der oberen Halbebene, so dass
wir eine Situation wie in folgender Skizze erhalten:


https://wwu.zoom.us/rec/share/6M1bFqj0rEJLeInHsQbDeok6QJu1eaa80yYW-_Rcn0vaeKnYilLCLpAR0PtiiYrD?startTime=1591941843000
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Da ps nicht in einer Halbebene mit 1 und p; liegt, liegt ps unterhalb der Geraden durch p; und —p;.
Damit sind die Streckenziige [1,p1], [p1, p2] und [p2, 1] jeweils homotop zu den Pfaden «, 8 bzw. v wie
in der Skizze angedeutet.

Die Komposition dieser drei Pfade ist homotop zu 7;. Die Windungszahl des Polygonzugs Q in diesem
Fall ist 1, wie man anhand von (3.57) nachpriift: schreiben wir pg = p3 = (1,0), so gilt my; =0, mg =1
sowie mg = 0. In diesem Fall ist die Behauptung also gezeigt.

Andernfalls, falls p; in der unteren und po in der oberen Halbebene liegt, ist das Argument gleich, wir
erhalten dann eine Homotopie zu v_;, in Ubereinstimmung mit der Windungszahl w(Q,0) = —1 in
diesem Fall. O

Folgerung 3.58. Die Fundamentalgruppe 71(S*, 1) ist abelsch, d.h. es gilt
voy ~v ey

fiir beliebige Schleifen v und 4/ (mit Aufpunkt 1). (Dies ist eine Besonderheit von S! und gilt fiir allgemeine
topologische Ri#ume nicht, wie wir am Beispiel von R?\{p, ¢} sehen werden.)

Beweis. Da die Abbildung w : 71 (S, 1) — Z ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt
w(yoy) =w(v) +w(y) =w)+w(r) =w(y o).

Nach dem Theorem ist w injektiv, damit folgt die Behauptung. O

3.6 Die Fundamentalgruppe von 52

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist folgende Berechnung;:

Theorem 3.59. Jede Schleife auf S? ist nullhomotop, d.h. homotop zu einer konstanten Schleife. Anders
ausgedriickt Die Fundamentalgruppe der 2-Sphiire ist isomorph zur trivialen Gruppe:

71(5%,(0,0,1)) = 1.

Beweis. Sei v : [0,1] — S? eine Schleife mit Aufpunkt im Nordpol N := (0,0,1).
Wir zeigen zuniichst einen Teil der Aussage: wir zeigen, dass jede Schleife v (in S?, mit Aufpunkt N) mit

suppy & 5*
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nullhomotop ist, d.h. homotop zur konstanten Schleife e ist, die bei N verbleibt.
Sei p ¢ supp, d.h. v ist dann eine stetige Abbildung mit Werten in S2\{p}. Wir hatten in Ubungsaufgabe 2.9}
Homo6omorphismen

¢
S*\{p} < R’

konstruiert; sei ¢ := ¢(N). Da R? konvex ist, ist jede Schleife in R? nullhomotop (Ubungsaufgabe 3.10), d.h.
es gibt eine Homotopie H, die ¢4 (7) in die konstante Schleife e, (in R?) bei ¢ deformiert. Laut Definition
und Lemma 3.27 ist 9. H eine Homotopie, die ¥ (¢« (7)) = (¥ 0 ¢)«(v) = v in s (ey) deformiert, letzteres
ist die konstante Schleife bei 1)(q) = N.

Wir zeigen nun die Aussage im Allgemeinen. (Beachte dass es durchaus stetige surjektive Abbildungen
I — S? gibt! Diese kann man z.B. ausgehend von der in Ubungsaufgabe 3.13 diskutierten Hilbert-Kurve —
einer stetigen surjektiven Abbildung [0,1] — [0, 1]? konstruieren.) Sei U™ := {(z,y,2) € S,z > —1} und
U™ :={(z,y,2) € S z < 3}. Beide Teilmengen sind offen in 52 und es gilt $* = U* v U~. Es gibt eine
Zerlegung

O=s9g<s1<---<s,=1

mit der Eigenschaft, dass alle Teilpfade 7|f, s,,,] in UT oder in U~ liegen. In der Tat: da ~ stetig ist, hat
jeder Punkt s € [0, 1] eine offene Umgebung V5 3 s deren Bild (unter ) in einer der beiden offenen Mengen
liegt. Wir wihlen V; so, dass V; ein offenes Intervall ist, dessen Abschluss immer noch entweder ganz nach
U* oder ganz nach U~ abgebildet wird. Da I kompakt ist (Theorem 2.14) geniigen endlich viele der V5, um
I zu iiberdecken. Die Endpunkte dieser Intervalle erfiillen dann die obigen Anforderungen.

Sei Vi 1= Y|[sp_y,54]- Die vk sind Pfade (i.a. keine Schleifen!), deren Bild ganz in U* oder ganz in U~ liegt.
Sei Ai ein Pfad, der auf einem Groflkreis vom Nordpol N nach v(sg) verlduft. Es gilt dann (die Homotopien
sind in S?)

Y~V OYn—10...7M
~ Y 0 An—10 (Ane1) 0ot 0 An—2 0 (Ay—a) t oo (M) .

' M’)/(L):a/(sg)

= 0O

= -d

(In dieser Skizze wurden A und )\;1 der besseren Erkennbarkeit wegen nebeneinander gezeichnet, natiirlich
gilt supp A = supp()\gl).)

Die Kompositionen (Ag) ™" 075 0 Ag_1 (sowie v, 0 A1 und A7 * 04;) sind Schleifen (!) mit Aufpunkt N,
deren Bild nicht ganz S? ist, denn auf dem Komplement von U+ oder U~ verlaufen diese Schleifen nur auf
zwei Groflkreisen.

Nach dem ersten Schritt sind all diese Schleifen nullhomotop. Die Komposition nullhomotoper Schleifen
ist wiederum nullhomotop (Lemma 3.34, (2)), d.h. wir erhalten unsere Behauptung im allgemeinen Fall. [
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3.6.1 Anwendung: Der Satz von Borsuk—Ulam

Wir beweisen nun den eingangs erwiahnten Satz von Borsuk—Ulam als Folgerung des vorigen Theorems.

Theorem 3.60. Sei
f: S% - R?

eine stetige Abbildung. Dann gibt es (mindestens) einen Punkt p € S? mit

Hierzu ein kleines Vorbereitungslemma:
Lemma 3.61. Sei 7 : [0,1] — R?\{0} eine Schleife mit Aufpunkt 4(0) = (1) = (1,0) und (%) = (-1,0).

Definiere (‘- 1)
N — =
st ={ 2473

<t
—(t+ <t

Ol
NN
N =

Dies ist wieder eine Schleife und es gilt
w(7,0) = w(7,0).

Y(5) TE)=-1(3)

7 \

7,( E(\\M"W 4 (4 o)/}f(o\
C-\1,0) //
/ /
Py
p (A

R N

i) Ve ,...‘,a( b

Sy
\,_

Beweis. Zunichst ist dies fiir t =  wohldefiniert. Es ist eine stetige Abbildung (mit Werten in R?\{0}) nach

Lemma 3.31. Um die behauptete Gleichung zu zeigen, wihlen wir eine geniigend feine Approximation von -~y
durch einen Polygonzug

1
P = (p() = (170)3 <oy Pn = (_1,0) = 7(5)7pn+17 -y Pon = (L 0))
Der Weg 4 hat dann eine geniigend feine Approximation durch den Polygonzug

,ﬁ = (ﬁo = —Pn = (1?0)a .. 71316 = —Pndky--- 71371 = —P2n = —POy - - - 7ﬁn+k = —Pky--- 715271 = —Pn = (170))I

D.h. p := —ppy fiir 0 < k < n sowie pg := —pr_, fiir n < k < 2n. Die Behauptung folgt dann aus der
Definition der Windungszahl von Polygonziigen sowie

9(p7 q, O) = 9(_]7’ —q, 0)
Letztere Gleichheit ist die Ubungsaufgabe 3.12. O

Beweis. Wir beweisen dies per Widerspruch: angenommen f hétte nicht diese Eigenschaft. Dann wére

f(x) = f(=x)

9:5% = 8L 9@ = {0 T F o)
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eine (wohldefinierte und) stetige Abbildung. Sei v : [0,1] — S?,7(s) = (cos(27s),sin(27s), 0) die Schleife,
die einmal den Aquator umliuft. Sei schlieflich ¢ := g4y (Definition und Lemma 3.27), d.h. §(s) = g(v(s))
das Bild von « unter der Abbildung g. Laut Theorem 3.59 ist v nullhomotop. Damit ist auch § nullhomotop
(in S', laut Definition und Lemma 3.27).

Wir zeigen nun, dass andererseits w(9,0) # 0 ist. Dies ist dann wegen Theorem 3.24 der gewiinschte
Widerspruch.

Es gilt g(—z) = —g(z), hieraus folgt (s + 1) = —4(s) fiir alle s € [0, 1/2]. Betrachte die Schleife ((!) )

_ 5ty o<t<i

p'tH{'yl(t) %<t<1
sowie auch die Schleife

- 6(t) <t<l1

p'tH{m(t) 0<t<i

(Fiir die Definition von 7 siehe Beispiel 3.20, beachte dass auch v; die Bedingung 1 (s+ %) = —v1(s) erfiilt.)
Diese Schleifen erfiillen die Bedingung von Lemma 3.61, d.h. es folgt w(p,0) = w(p,0). Andererseits ist
laut Ubungsaufgabe 3.3 aber

1
w(p,0) = w(d]fo,17) + w(nlrz 1) = w(dlp,27) + 3
sowie analog w(p,0) = w(d]jo 17) + 1. Insgesamt ergibt sich
W(,0) = w(dl.7) + Wy 17) = 2w(p,0) — 1.

Dies ist wegen w(p,0) € Z (Lemma 3.13) eine ungerade ganze Zahl und damit insbesondere # 0. O

3.7 Topologische Invarianz der Dimension
Theorem 3.62. (Topologische Invarianz der Dimension) Es gibt genau dann einen Homéomorphismus
f:R' > RJ
wenn
i=7.
(Fiir i = 0 ist R? := {#} der einelementige Raum gemeint.)
Zur Einordnung dieses Theorems:

e Eine #hnliche Aussage kennen wir aus der linearen Algebra: es gibt genau dann einen R-linearen
Isomorphismus R* = R’ wenn i = j ist. Diese Aussage ist mit den Grundbegriffen der linearen Algebra
recht leicht zu sehen, da es nur “wenige” lineare Abbildungen gibt (z.B. da solche Abbildungen durch
Matrizen beschrieben werden kénnen).

e Uberraschenderweise gibt es durchaus stetige und surjektive Abbildungen

R' > R/
(auch fiir j > i!) In Ubungsaufgabe 3.13 wird eine stetige surjektive Abbildung
[0,1] = [0,1] x [0,1]

konstruiert. Die Idee dieser Konstruktion kann man anpassen fiir die obige Aussage.



3.7. TOPOLOGISCHE INVARIANZ DER DIMENSION %)

3.7.1 Strukturelle Eigenschaften der Fundamentalgruppe

Wie in der Einleitung angedeutet, ist es eine grundlegende Idee der algebraischen Topologie, topologischen
Réumen algebraische Daten wie z.B. die Fundamentalgruppe zuzuordnen. Gut nutzbar wird diese Idee, wenn
wir auch untersuchen, wie unter diesem Ubergang

Topologie — Algebra

stetige Abbildungen sich auf der algebraischen Seite widerspiegeln. Diese Einsichten werden wir anschlieSend
benutzen, um Theorem 3.62 zu beweisen.

Definition und Lemma 3.63. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Alle Schleifen in X haben einen
fixierten Basispunkt z.

(1) Die Abbildung v — f«(vy) (vgl. Definition und Lemma 3.27) ist mit der Komposition von Schleifen
(Definition und Lemma 3.32) vertréiglich: es gilt

fe(vor) = fa(y) o f (7). (3.64)
Hier ist links mit o die Komposition von Schleifen in X gemeint, rechts die in Y.

(2) Wir erhalten also einen Gruppenhomomorphismus
fe 1 (X, 2) > m(Y, f(z)).

Beweis. (3.64) priift man sofort(!) nach: es ist eine direkte Folge der Definition von f, und der Komposition @
von Schleifen.

Zur zweiten Aussage: wir wissen bereits, dass v — fx(7) mit Homotopie vertriglich ist (Definition und
Lemma 3.27), d.h. zunichst erhalten wir in der Tat eine Abbildung (von Mengen) f, wie angegeben. Die
Tatsache, dass diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus (im Gegensatz zu einer beliebigen Abbildung
zwischen Gruppen) ist, ist dann gerade der Inhalt von (3.64). O

Satz 3.65. Fiir zwei stetige Abbildungen f: X — Y, g:Y — Z zwischen drei topologischen Rdumen und
einen Aufpunkt z € X, y := f(z), z := g(y) betrachte die folgenden beiden Gruppenhomomorphismen:

9% Of* : 7T1()(7‘@) - ﬂ.l(ZvZ)

sowie
(go fa:m(X,2) > m(Z,2).

Diese beiden Gruppenhomomorphismen stimmen iiberein, d.h. es gilt

gx 0 fx = (g0 fa (3.66)

AuBerdem gilt fiir die Identitdtsabbildung idx : X — X (die jeden Punkt auf sich selbst abbildet)

(idx)* = idm(X,x)~

Beweis. Auch dieser Beweis ist im Wesentlichen nur “Auspacken der Definitionen”. Um (3.66) zu schen,
miissen wir beide Gruppenhomomorphismen auf ein beliebiges Element [y] € m1 (X, ) anwenden, d.h. v ist
eine Schleife in X mit Aufpunkt x. Dann ist fi([7y]) = [f o v]. Damit folgt

(g4 0 fu)([V]) = g*(f*([ D)
g+([f o7])

[ (f o]

=[(gof) el

= (g0 )«(I7D)-

Die Behauptung mit der Identitét priift man ganz dhnlich nach(!) . O @
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Folgerung 3.67. Ist f: X — Y ein Homdomorphismus, so ist
frrmi(X,2) - m(Y, f(z))
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Ist g: Y — X die (stetige!) Umkehrabbildung von f, so ist nach Satz 3.65:

gx o fi=1(g0 f)s = (idx)s = idm(X,x)~

Ebenso ist fy 0 gy = idm(Y,y)- -

3.7.2 Beweis der Invarianz der Dimension in niedrigen Dimensionen
Wir fiithren fiir den Beweis eine niitzliche Sprechweise ein:
Definition 3.68. Ein topologischer Raum X heifit
o wegzusammenhdngend, wenn es fiir je zwei Punkte z,y € X einen (stetigen!) Pfad ~ : [0,1] — X gibt,
mit ¥(0) = z, (1) = .

e cinfach zusammenhdngend, wenn X wegzusammenhédngend ist und wenn jede Schleife v in X nullho-
motop ist, d.h. homotop zur Schleife e o) (= e+ (1))-

Lemma 3.69. Sei X ein topologischer Raum und z,y € X. Es gebe einen Pfad v : [0,1] —» X in X mit
Anfangspunkt z und Endpunkt y. Dann ist die Abbildung

C: 71'1()(7‘%') - 71-1(‘)(?y)’[(5] = [7060’7_1]

ein Gruppenisomorphismus.
Insbesondere: wenn X wegzusammenhéngend ist, gibt es fiir beliebige Punkte =,y € X einen Gruppeni-
somorphismus
(X, z) = m (X, y).

Beweis. Zunichst ist die Abbildung wohldefiniert, d.h. fiir § ~ ¢’ ist laut Lemma 3.34:

vodoy Tl ~yod onTh

Es handelt sich um einen Gruppenhomomorphismus, denn fiir zwei Schleifen 6 und 0" mit Aufpunkt x ist
laut Ubungsaufgabe 3.4
c(0od)=v0008 oy !
~’yo§o'7_1 oyod oy~
= c(d) o c(8").

1

Die Abbildung
m(X,y) = m(X, ), [p] = [y o por]

ist, wie man sofort nachpriift(!) , eine Umkehrabbildung fiir ¢, d.h. ¢ ist nach Lemma 3.46 ein Gruppeniso-
morphismus. O

Bemerkung 3.70. Das Lemma besagt auflerdem: ein Raum X ist einfach zusammenhéngend genau dann,
wenn er wegzusammenhingend ist und m(X,z) =~ 1 fiir einen beliebigen Punkt 2 € X ist. Beispiels-
weise ist also S? einfach zusammenhingend (Theorem 3.59) und eine konvexe Teilmenge in R™ ebenfalls
(Ubungsaufgabe 3.10).


https://wwu.zoom.us/rec/share/_OBfE5jP0HxJcpHnzkaGRJE-GL29X6a82yRP_qEIzhlJSdd4Snv2yciesX6CIh5D?startTime=1592546872000

3.8. EIN AUSBLICK IN HOHERE DIMENSIONEN o7

Beweis. (von Theorem 3.62) Wir zeigen die Aussage nur in niedrigen Dimensionen, d.h. fiir den Fall
1, < 3.
Angenommen f : R? - R’ wiire ein Homoomorphismus und i # j. Wir leiten hieraus einen Widerspruch
her. Setze p := f(0) € R?. Da f bijektiv ist, ist die Einschrinkung
9:= flrigoy : R\{0} — R/\{p}

ebenfalls ein Homdomorphismus (f ist stetig und nach Bemerkung 2.33 offen; somit(!) ist auch g stetig und @
offen, also ebenfalls ein Homéomorphismus.)
Wir nutzen nun folgende Tatsachen fiir homdomorphe Rdume X, Y:

e X # (J genau dann, wenn Y # & (da Homomorphismen insbesondere Bijektionen sind).
e X ist wegzusammenhéngend genau dann, wenn Y wegzusammenhéngend ist (Ubungsaufgabe 3.21).

e X ist einfach zusammenhingend genau dann, wenn Y es ist (Bemerkung 3.70 und Folgerung 3.67)

R\{p} R'\{p} R*\{p} R*\{p}

nicht-leer nein ja ja ja
wegzusammenhéngend nein ja ja
einfach zusammenhéngend nein ja (s.u.)

Wir nutzen hier, dass S? einfach zusammenhingend ist sowie die Isomorphismen

12 m(5%(1,0,0) = 7 (R%\{0}, (1,0,0))
=~ m1(Sh, (1,0)) = m (R*\{0}), (1,0)).

N

(siehe Ubungsaufgabe 3.24; alternativ kann man auch Beispiel 4.6 in Verbindung mit Lemma 4.8 anwenden).
Hieraus ergibt sich ein Widerspruch: fiir ¢ # j (und beide < 3) ist eine der Eigenschaften “nicht-leer”,
“zusammenhdngend”, “einfach zusammenhingend” fiir R"\{p} erfiillt und fir R7\{p} nicht erfiillt. O

3.8 Ein Ausblick in h6here Dimensionen
Die Aussage des Brouwerschen Fixpunktsatzes gilt auch in hoheren Dimensionen, d.h. jede stetige Abbildung
f:D" :={(z1,...,7p) GR"|ZQU? <1} - D"

hat einen Fixpunkt. Um dies zu zeigen, und auch um Theorem 3.62 in héheren Dimensionen zu zeigen, fithrt
man die sog. hdoheren Homotopiegruppen m,(X) (fiir einen topologischen Raum X) ein. Die Idee hier ist,
“hoherdimensionale Locher” zu entdecken. Man zeigt dann (die Hauptschwierigkeit liegt in dem Isomorphis-
mus rechts)

4 ' 0 t>n+1
T (ST = m (R\{p}) = { Z i=n+1
eine schwer zu berechnende Gruppe i<mn+1

Insbesondere gilt also
(S =7

d.h. “S™ hat ein (wegen Z = Z') n-dimensionales Loch”. Hingegen ist
T (D™) =0,

d.h. D™ hat kein n-dimensionales Loch, da D" konvex ist. Hieraus kann man mit der gleichen Methode wie
im Beweis von Theorem 3.26 den Satz von Brouwer in héheren Dimensionen zeigen.
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Der Beweis von Theorem 3.62 in hoheren Dimensionen fufit ebenfalls auf diesen Berechnungen sowie
auf der Tatsache (eine Verallgemeinerung von Folgerung 3.67), dass homdomorphe Riume auch isomorphe
hohere Homotopiegruppen haben.

Ubrigens: die genaue Bestimmung der héheren Homotopiegruppen ist sehr spannend. Es gibt hier etliche
bekannte Gesetzmiifligkeiten, aber nach wie vor auch offene Fragen! Uberraschend ist auf den ersten Blick,
dass die hoheren Homotopiegruppen nicht unbedingt trivial sind, z.B.

(m3(R°\{0}) =)m3(5?) = Z/2.

Sehr lax gesagt: “S? hat ein drei-dimensionales Loch, welches verschwindet, wenn man es verdoppelt.” Wer
mag, kann auf https://en.wikipedia.org/wiki/Homotopy_groups_of_spheres einen Eindruck von der
Komplexitéit und Reichhaltigkeit der Materie bekommen.

3.9 Ubungsaufgaben

3.9.1 Hausaufgaben

Ubungsaufgabe 3.1. Zeichne eine Schleife 4 mit der Eigenschaft, dass es Punkte in R? gibt, wo die Win-
dungszahl die Werte

—3,-2,-1,0,1,2,3

annimmt.
Beschreibe in Worten Gesetzmifligkeiten, die dir an der Verteilung der Windungszahlen auffallen. (Im
Gegensatz zu sonst ist an dieser Stelle keine Begriindung oder Beweis der getroffenen Aussagen gefragt.)

Ubungsaufgabe 3.2. Seien P = (py, ..., pn) sowie Q = (qo, . . ., ¢m ) Polygonziige. Sei R := (o, - . ., Pn, o, - - -

der Polygonzug, der durch Anhéngen von Q an P entsteht. Wir nehmen auflerdem an, dass
Pn = qo-

Sei schlieBlich « € R? mit x ¢ supp P und z ¢ supp Q.

e Zeige x ¢ supp R. Diskutiere, inwiefern die Voraussetzung p,, = qo hier wichtig ist.

o Zeige w(R,z) = w(P,z) + w(Q, z).

e Fiir welchen Polygonzug Z gilt w(Z,z) = —w(P,z)?
Ubungsaufgabe 3.3. Seien v, : [0,1] — R*\{0} Wege mit der Eigenschaft v'(1) = ~(0). Zeige

w(y0v,0) = w(y,0) + w(v,0).

Ubungsaufgabe 3.4. Sei~ : [0,1] — X eine Schleife in einem topologischen Raum X mit Aufpunkt € X.
Sei ferner p: [0,1] —» X ein Weg mit Anfangspunkt x und Endpunkt p := 7(a), wobei a € [0, 1] fixiert ist.

e Gib eine formale Definition einer Schleife
§:10,1] - X

an, die lings v von 0 bis a lduft, dann von p = v(a) zu x lings p—!, dann von = zu p lings p und dann
schlieflich von v(a) zu v(1) lings ~.

e Konstruiere eine Homotopie (von Schleifen in X mit Aufpunkt )

v~ 6.

- |
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Ubungsaufgabe 3.5. Sei v : [0,1] — R? eine Schleife. Sei p € R? sowie v € R?\{0}. Betrachte den Strahl

L:R®° > R%t— p+to.

Zeige: es gibt ein ty € RV derart, dass fiir alle t > tq gilt: L(t) ¢ suppy und
w(7, L(t)) = 0.

Tipp: zeige zunéchst, dass supp -y beschrankt ist.
Ubungsaufgabe 3.6. Seien 79,71, 72 Schleifen in einem topologischen Raum X mit Aufpunkt z € X. Zeige

dass es eine Homotopie zwischen den Kompositionen (y2 0 y1) o g und 75 o (71 0 v9) gibt, d.h. dass

(120m) 07 ~ 2 ° (11 °7)

gilt.
einen Anhaltspunkt geben, wie die Homotopie aussehen kann:

Tipp: iiberlege zunéchst, weshalb die Kompositionen nicht identisch sind. Das folgende Bild kann dir
1 &
L‘Y“h (rox)e,

IR

Ubungsaufgabe 3.7. Sei v eine Schleife in R2. Zeige:
e Es gibt m € R derart, dass suppy < B,,(0).
e Fiir ein solches m und p ¢ B,,(0) (insbesondere also auch p ¢ supp~)) gilt
w(v,p) = 0.

In Worten: die Windungszahl ist 0 fiir alle Punkte, die weit genug von der Schleife entfernt liegen.

Ubungsaufgabe 3.8. Illustriere (per Hand oder mit Hilfe eines geeigneten Computer-Algebra-Systems)
den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Theorem 3.25) am Beispiel eines selbst gewéihlten Polynoms

f(x), dessen Grad mindestens 3 ist:
e skizziere, fiir einige R = 0 die Schleifen ¢ : s — f(Rexp(2mis)).
o Zeige, dass fiir R » 0 (wie im Beweis angegeben) die Strecke zwischen (Rz)™ und f(Rz) komplett in

C* enthalten ist. Skizziere dieses geometrische Argument. Skizziere auch ein Beispiel das zeigt, dass

dies fiir kleine R nicht notwendig der Fall sein muss.
o Zeige
W(’Yna 0) = W(R’an 0)
Hierbei ist Ry, : [0,1] — R? definiert als (Rvy,)(t) = R - y,(t).
Ubungsaufgabe 3.9. Die folgende Aufgabe illustriert die Bedeutung des zweiten Punktes in der Definition

einer Homotopie.

Sei X ein topologischer Raum. Seien
Yo,7 : [a,b] = X
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zwei Pfade in einem topologischen Raum X derart, dass yo(a) = y1(a) und vo(b) = v1(b). Fiir die Zwecke
dieser Aufgabe nennen wir die Pfade quasi-homotop, wenn es eine stetige Abbildung

H:[a,b] x[0,1] » X

gibt, so dass H(s,t) = y(s) fiir alle s € [a,b] und ¢t = 0, t = 1. (Der Im Vergleich zur Homotopie ist also
nicht gefordert, dass H(a,t) = vo(a) und H(b,t) = ~o(b) fiir alle ¢t € [0,1].) Zeige, dass alle Pfade v und
~1 wie oben angegeben zueinander quasi-homotop sind (und damit der Begriff der Quasi-Homotopie keine
sinnvolle Unterscheidung von Pfaden ermdoglicht).

Ubungsaufgabe 3.10. Eine Teilmenge X — R™ heiit konvez, wenn fiir alle Punkte z,y € X auch die
Strecke, die « und y verbindet, ganz in X enthalten ist. D.h. fiir alle ¢ € [0,1] muss tx + (1 — ¢)y in X sein.

e Skizziere einige konvexe und einige nicht konvexe Teilmengen in R2.
e Zeige, dass zwei beliebige Pfade (mit gleichen Anfangs- und Endpunkten) in X dann homotop sind.

e Gib eine nicht konvexe Teilmenge des R? an, in der alle Pfade homotop sind (eine graphische Beweisidee
geniigt fiir diesen Punkt).

Ubungsaufgabe 3.11. Sei p := (0,0) und ¢ := (1,0). Gib eine explizite Formel (in Termen von aus der
Schule bekannten Winkelfunktionen) fiir
0(p. ¢, )

an.
Skizziere den Graphen dieser Funktion (per Hand oder mittels eines geeigneten Computeralgebrasystems).
Zeige (unter Verwendung bekannter Tatsachen aus der Analysis) dass die Abbildung

R:\[p,q] = (=m,m),2 = 0(p, q,).
stetig ist. Kommentiere das Verhalten von § um die Strecke [(0, 0), (1,0)].
Ubungsaufgabe 3.12. Seien p, ¢ € R? mit der Eigenschaft dass 0 ¢ [p, q]. Zeige
0(p, 4,0) = 6(=p, =4, 0).

Ubungsaufgabe 3.13. Sei [ := [0,1]. In dieser Aufgabe wird die Hilbert-Kurve konstruiert, eine stetige

und surjektive Abbildung
H:I—->IxI.

(1) Betrachte die Abbildungen
H07H17H2,H3 : I2 - I2a

HO(< z )) =

definiert durch

w3 ( 1))+ (4)
()= D) (1)

m(y )= (4

Zeige, dass fiir diese Abbildungen gilt:
|Hi(x) = Hi(y)| < 5]z —yl. (3.71)

Folgere, dass die Abbildungen stetig sind. (Eine Abbildung mit der obigen Eigenschaft heifit Lipschitz-
stetig.)
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(2) Sei n = 2 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass es fiir jede reelle Zahl ¢t € I eine eindeutige Folge von
natiirlichen Zahlen
ar €{0,1,...,n—1}

gibt so dass
o t=>/ axn*
e es gibt kein K € N derart, dass fiir alle £ > K gilt a =n — 1.
Wir bezeichnen die so definierte eindeutige Zahlenfolge mit ay(¢).
(3) Wir wenden den vorigen Teil der Aufgabe mit n = 4 an. Sei t € I. Bezeichne

Hy(t) := Heap(4) © Hay_ 1y © - 0 Hyy(1)(0)

Skizziere den Graphen von H; und Hs.

(4) Zeige dass der Grenzwert
H(t) := klim Hy(t)
—>C

existiert. Berechne H (%) und H ().

(5) Zeige dass die so definierte Funktion
H:1-1I?

stetig und surjektiv ist.

Tipp: um zu zeigen, dass (z,y) € I? im Bild von H liegt, betrachte die binire Darstellung von x und y
(d.h. den Fall n = 2 in (2)). Fiir die Surjektivitéit nutze (3.71).

Ubungsaufgabe 3.14. Beende den Beweis von Lemma 3.34. Es geniigt, einen graphischen Beweis anzuge-
ben; auf eine formelhafte Beschreibung der Homotopien darf verzichtet werden.

Ubungsaufgabe 3.15. Wir betrachten S* := {z € C, |z| = 1} mit der iiblichen Topologie und versehen es
mit der Multiplikation als Gruppenstruktur.

o Zeige, dass die Multiplikation und die Inversenabbildung z — 2! stetige Abbildungen sind.
e Zeige, dass der einzige stetige Gruppenhomomorphismus
f : (517') - (R7 +)

die Abbildung ist, die jedes z € St auf 0 abbildet.

Tipp: zeige dass das Bild Z := f(S!) beschrinkt ist und fiir 2,y € Z auch x + y € Z gilt. Folgere
Z = {0}.

Ubungsaufgabe 3.16. Zeige folgende Aussagen durch geeignetes Anwenden der Gruppenaxiome. Sei g € G
ein beliebiges Element einer Gruppe.

e Wenn sowohl e als auch f € G neutrale Elemente in G sind, so gilt e = f.
e Wenn sowohl h als auch ¢ inverse Elemente von g sind, so gilt h = 1.

In Worten: obwohl in der Definition nur die Existenz eines neutralen Elementes und Existenz von Inversen
gefordert wird, sind diese (als allgemeine Folgerung der Axiome) stets eindeutig.

Ubungsaufgabe 3.17. Welche der Gruppenhomomorphismen in Beispiel 3.48 sind Isomorphismen? Gib
fiir die Isomorphismen jeweils den inversen Gruppenhomomorphismus an. Diskutiere fiir die Abbildungen,
die keine Isomorphismen sind, wie man sie (moglichst “schonend”) zu Gruppenisomorphismen abwandelt.
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Ubungsaufgabe 3.18. Sei f : (R,+) — (RX,-) ein Gruppenhomorphismus der iiberdies stetig ist. Sei
a:= f(1) e R*. Zeige, dass
a>0

und zeige dass dann gilt
f(z) = a”(:= exp (loga - x)).

Tipp: was ist f(2) = f(1+1), f(=1)? Was ist f(§) fiir a,b € N? Folgere insbesondere f(1) > 0 aus der
Betrachtung von f (%) Nutze die Stetigkeit von f um zu zeigen, dass die Werte von f an irrationalen Zahlen
durch die Werte an den rationalen Zahlen bestimmt sind.

Ubungsaufgabe 3.19. Zeige, dass es keinen Homdomorphismus
f:8' = [a,0]
gibt.

Ubungsaufgabe 3.20. Eine Teilmenge A  R” heifit sternformig, falls es einen Punkt a € A gibt mit der
Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt b € A auch die Strecke

[a,b] := {ta + (1 —t)b,t € [0,1]}
in A enthalten ist.
(1) Skizziere je eine sternformige und eine nicht sternfésrmige Teilmenge in R2.

(2) Sei A sternformig und a € A wie oben in der Definition. Zeige m (4, a) = 1.

(3) Seibe A beliebig. Zeige m1(A,b) = 1.

Ubungsaufgabe 3.21. Sei f : X — Y ein Homdomorphismus. Zeige: X ist wegzusammenhingend genau
dann, wenn Y es ist.
Tipp: die Beweisstrategie dhnelt teilweise der von Lemma 3.34.

Ubungsaufgabe 3.22. Sei X ein topologischer Raum und f : X — X eine stetige Abbildung. Entscheide
(mit Begriindung), ob f notwendigerweise einen Fixpunkt hat:

e Fir X =R?
e Fiir X =[0,1]7
o Fir X = S'?

e Fiir X = [0,1] x [0,1]? Tipp hierzu: zu welchem (fiir die Aufgabe geeigneten) Teilraum von R? ist X
homoéomorph?

Ubungsaufgabe 3.23. Sei X c R ein offenes oder abgeschlossenes Intervall. Zeige: es gibt genau dann
einen Hom6omorphismus
Xt — X7,
wenn ¢ = j ist.
Wiederhole hierzu den Beweis von Theorem 3.62. Erklare, welche Beweisschritte gleich bleiben, und an
welchen Stellen man ein (etwas) anderes Argument benotigt.

Ubungsaufgabe 3.24. Betrachte die kanonische Inklusion
t: 8™ — R™N\{0}

sowie die Abbildung
r:RPTIN\{0} = S", x> ﬁ
x
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Zeige, dass die beiden Gruppenhomomorphismen

et m(S™,(0,...,0,1)) = m (R"T1\{0}, (0,...,0,1))
und

e : T (R"TN\{0}, (0,...,0,1)) = 71(S™, (0,...,0,1))
zueinander inverse Gruppenhomomorphismen sind.

Tipp: orientiere dich fiir die Komposition ¢4 o r, am Beweis von Lemma 3.52.

Ubungsaufgabe 3.25. Sei G eine Gruppe. Zeige, ausschlieBlich unter Benutzung der Gruppenaxiome, fol-
gende Behauptungen:

o (gh)t=h"lg1.

e Fiir fixiertes x € G ist die folgende Abbildung (die sog. Konjugation mit x) ein Gruppenhomomorphis-

mus:
co: G — G, g xgrt.

e (G ist genau dann abelsch, wenn fiir alle x € G gilt: ¢, = idg.

Ubungsaufgabe 3.26. Sei X ein topologischer Raum. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(1) Jede stetige Abbildung f : S* — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung g : D? — X ausdehnen (d.h.
es gibt eine solche Abbildung ¢g und g|s: = f).

(2) Fiir jeden Punkt x € X ist die Fundamentalgruppe m (X, x) isomorph zur trivialen Gruppe.
Tipp: fiir die Richtung i)=-ii) betrachte zunéchst den Fall, dass die Abbildung [0,1] — X,t — g¢(¢,0)
konstant ist.

Ubungsaufgabe 3.27. Gilt der Satz von Borsuk-Ulam auch fiir S' x S'? D.h. gibt es fiir jede stetige
Funktion
f:8t xSt R?
einen Punkt (z,y) € St x S! mit
fla,y) = f(=z,—y)?

3.9.2 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 3.28. Gib eine stetige, jedoch nicht gleichmiiBig stetige Funktion
f:R—>R
an.
Ubungsaufgabe 3.29. Skizziere den Polygonzug P = ((2,0),(2,2),(3,1),(0,2)) und finde ein p € R?,
sodass supp(P) < B, (p) gilt. Bestimme w(P,0).
Schliefile nun den Polygonzug, d.h. betrachte den Polygonzug P’ = ((2,0),(2,2), (3,1),(0,2), (2,0)). Bestimme
w(P’,0).
Vergleiche deine Ergebnisse mit Lemma 3.14.

Ubungsaufgabe 3.30. Betrachte den Pfad v mit folgendem Bild:
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Bestimme fiir p und ¢ zwei Zahlen m,n € Z mit m < w(y,p) <m+ 1 und n < w(v,q) <n + 1.

Mit anderen Worten: Schitze die Windungszahl des Pfades v um die Punkte p und ¢ ab, indem du ganze
Zahlen als obere und untere Schranke angibst. Wie lauten die Schranken m und n, wenn die Pfeilrichtung
sich umkehrt?

Ubungsaufgabe 3.31. Es sei f: D> - R? eine stetige Abbildung mit {z, f(z)) = 0 fiir alle 2 € S'. Zeige:
Es existiert ein p € D mit f(p) = 0.

Tipp: Fiihre einen Widerspruchsbeweis, indem du die Hilfsfunktion g(z) = —% betrachtest, einen Fix-
punkt p von g findest, und |p|| abschétzt.

Ubungsaufgabe 3.32. Entscheide, welche der Schleifen g, 71,72 in R? bzw. in R?\{0} homotop sind.

N
! _/

Ubungsaufgabe 3.33. Sei X ein topologischer Raum und + eine Schleife mit Basispunkt z € X. Zeige

v loy ~ e, sowie e, 0y ~ 7.

Bemerkung: Analog ist yo~y~!

~ e, Sowie yoe, ~ 7.

Ubungsaufgabe 3.34. Entscheide, ob die folgenden Mengen G mit Verkniipfung o: G x G — G (abelsche)
Gruppen bilden:

e (N,+) und (N, ),
 (Z,+) und (Z\{0},"),

o (Maty,xn(k), ) und (GLy (k) = {A € Mat,, xn (k) | det(A) # 0}, -) fiir einen Korper k und n > 1.
Achtung: Unterscheide die Félle n =1 und n > 2.

Ubungsaufgabe 3.35. e Zeige, dass

v: (R,+) - (GLz(R),"), = — <Z?§((§§ _Czlsr(lgs)>

ein Gruppenhomomorphismus ist.

e Nun sei f: (G,0) — (H,*) ein beliebiger Gruppenhomomorphismus und n € Z.
Zeige: f(g") = f(9)"

e Esseix € R. Wie operiert ¢(z) auf dem R? (d.h. beschreibe die Abbildung d,: R?> — R?, y — ¢(z)-y)?
Bestimme ¢(z)™ fiir n € Z.

Ubungsaufgabe 3.36. Zeige: Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H ist genau dann injektiv, wenn
ker(f) :={ge G| f(9) = en} = {ec} ist.
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Ubungsaufgabe 3.37. Betrachte die Gruppe GLa(R) = {A € Myy2(R) | A ist invertierbar}.

e Zeige, dass GLa(R) eine offene Teilmenge von May2(R) = R? ist.
Tipp: Nutze die Determinante.

e Zeige, dass GLy(R) eine topologische Gruppe ist, d.h. die Multiplikation und Inversenbildung sind
stetig.
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Kapitel 4

Der Satz von van Kampen

Der Satz von van Kampen ist ein wichtiges Werkzeug, um Fundamentalgruppen komplizierter (er) Riume X
zu berechnen, indem man X in kleinere Teile zerlegt und deren Fundamentalgruppen bestimmt. Wir werden
diesen Satz beispielsweise benutzen, um folgendes zu zeigen:

Beispiel 4.1. Dass Komplement
R3\K

zweier verknoteter Ringe (siehe Skizze) ist nicht homéomorph zu
R\F,

dem Komplement zweier nicht verknoteter Ringe

4.1 Verknotete und nicht verknotete Ringe — Uberblick

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber die wichtigsten, welche zum Verstéindnis von Beispiel 4.1
fiihren.

Satz 4.2. Sei
Fi= (8" x {=1}) u (S* x {1}),

die disjunkte Vereinigung zweier nicht verknoteter Kopien von S'. Es gibt dann einen Gruppenisomorphismus
11 (R3\F,0) = F,
wobei F; die sog. freie Gruppe mit 2 Erzeugern ist.

Freie Gruppen werden wir in Kiirze definieren (Definition und Lemma 4.19). An dieser Stelle sei nur
bemerkt, dass die Aussage insbesondere bedeutet, dass es in 71 (R3\F,0) zwei Elemente o und 8 gibt, die
nicht miteinander kommutieren, d.h. so dass

aof #Boa.

67
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Jedes Element in der Fundamentalgruppe ist eine Komposition der vier Schleifen a, 8, a=! und 871. (Man
sagt, o und B erzeugen die Fundamentalgruppe.) Zwischen diesen Schleifen bestehen ansonsten keine Rela-
tionen (was dies genau bedeutet, werden wir noch sehen). Geometrisch kénnen wir diese Elemente als die
folgenden Schleifen ansehen:

2 ==q
%oé
/\e
b / t= -1

Diese freie Gruppe treffen wir auch noch in einer anderen Situation an:

Satz 4.3. Es gibt einen Gruppenisomorphismus
m (R\{(+1,0), (~1,0)},0) = F.

Wiederum bedeutet dies, dass es zwei Schleifen gibt, die die Fundamentalgruppe erzeugen und keine
Relationen zwischen diesen Erzeugern bestehen.

Man kann mittels Theorem 3.62 zeigen, dass R*\{(+1,0), (—1,0)} nicht homdomorph zu R?\F ist. Den-
noch besagen die vorigen Sétze, dass ihre Homotopiegruppen isomorph sind. Der Schliissel zum Vergleich
beider topologischer Rdume ist eine Abschwichung des Begriffs der Hom6omorphie:

Definition 4.4. Sei X ein topologischer Raum und A ¢ X eine Teilmenge (die wir mit der Teilraumtopo-
logie versehen). Ein Deformationsretrakt von X nach A ist eine Abbildung

f:Xx[0,1] > X

mit folgenden Eigenschaften:

(1) f ist stetig,

(2) f(x,0) =« fiir alle x € X,

(3) f(z,1) € A fiir alle z € X, und
4) f

4) f(z,t) = x fir alle x € A.

Beispiel 4.5. Die Inklusion
{p} cR"

ist ein Deformationsretrakt, vermoge

[z, 1) := (1 =t)(z —p) +p.

%(;ra) .a— X F: Jr()( ’\)

Beispiel 4.6. Die Inklusion
St c R?\{0}
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ist ein Deformationsretrakt, vermoge
ri(lzl, t)
||

f(z,t) =a

)

wobei 71 : R x [0,1] — R den Deformationsretrakt der Inklusion {1} < R aus dem vorigen Beispiel
bezeichnet.

g
4

Allgemeiner ist S™ « R"*1\{0} ein Deformationsretrakt, vergleiche dies auch mit Ubungsaufgabe 3.24.

Beispiel 4.7. Bezeichne (die Notation ist etwas verkiirzt, da sie die Lage der beiden S'-en nicht genau
spezifiziert)
Stv st = (S' +(1,0)) u (S - (1,0))

die Vereinigung zweier Kopien von S', derart verschoben, dass sie sich in genau einem Punkt beriihren. Die
Inklusion

A:=8'v St c X :=R*\{(1,0),(-1,0)}

ist ein Deformationsretrakt.

In der Tat, jeder Punkt p in der rechten Halbebene H' := {(z,y),x > 0} liegt auf genau einem Kreis der
Form
Br((+R,0)),

mit R > 0. Schreibe dann
p=(R*(p),0) + R*(p)-a™(p),
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mit R*(p) e R*%, a*(p) € S'. Ebenso schreibt sich jeder Punkt in der linken Halbebene als
p= (=R (p),0) + R (p)-a (p)

Die Abbildungen R*,a* sind dann stetige Abbildungen auf diesen Halbebenen. Verwende die Retraktion
r1 : R x [0,1] = R der Inklusion {1} c R sowie die Retraktion ¢ der Inklusion {0} < R.

Dann erfiillt die Abbildung

(ri(R"(p),1),0) + r1(R" (p), t)a’ (p))  peH"
[ X x[0,1] = X, (p,t) » { (=r1(R7(p),1),0) +r1(R™(p),t)a(p) peH™
(O,To(y,t)) p= (Ovy)

@ alle Bedingungen von Definition 4.4, wie man anhand der Definition nachpriift(!) .

Die Relevanz des Begriffs “Deformationsretrakt” liegt in der Tatsache, dass hiermit die Fundamental-
Video 23.06.20 gruppen geeigneter Rdume leicht miteinander verglichen werden kénnen:

®

Lemma 4.8. Sei A ¢ X ein Deformationsretrakt sowie z € A. Dann ist die induzierte Abbildung
m(A,z) > m(X, z)

(die jede Schleife in A auf die gleiche Schleife, nun jedoch aufgefasst als Schleife in X, abbildet) ein Gruppe-
nisomorphismus.

Beweis. Sei f : X x [0,1] — X eine Retraktion wie in Definition 4.4. Bezeichne mit ¢ : A — X die
Inklusion sowie r := f;. Laut Definition und Lemma 3.63 ist i, ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
roi = ida (Punkt (4) in der Definition). Hieraus folgt 74 o iy = idr (a4 (Satz 3.65). Insbesondere ist
iy : T (A, x) = 71 (X, x) injektiv. Zur Surjektivitit von iy: sei v eine Schleife in X (mit Aufpunkt z). Dann
ist

H:[0,1] x [0,1] = X, (s,t) = f(7(s),t)

eine Homotopie zwischen v = H(s,0) und der Schleife s — 0(s) := H(s,1). (Beachte H(0,t) = f(v(0),t) =
f(z,t) = z fiir alle ¢, nach Definition eines Deformationsretrakts. Ebenso fiir H(1,t).) Die Schleife § ist nach
Definition 4.4 eine Schleife in A. Damit ist v ~ § und iy ist surjektiv. Laut Lemma 3.46 ist 7, also ein
Gruppenisomorphismus. O

Beispiel 4.9. Die Inklusion
5% .= 52 U [(0,0,R),(0,0,—R)] € R3\(S* x {0})

ist ein Deformationsretrakt. Hierbei bezeichnet S% die 2-Sphire mit Radius R > 1. Dies ist in der folgenden
Skizze angedeutet, die Pfeile deuten die Retraktion an: die Punkte auBerhalb der S? werden auf die S2
retrahiert, die Punkte innerhalb der S? werden auf die Strecke [(0, 0, R), (0,0, —R)] bzw. auf die S? retrahiert
(d.h. weg von der innen liegenden S* x {0}).


https://wwu.zoom.us/rec/share/-d50EbbP00dLRavN7W_6YrQIQqPUT6a8hyYd_fVbyU075jsMe4FpmTPkFUR2RzVS?startTime=1592891872000
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Beispiel 4.10. Analog sei F':= (S x {—1}) u (8! x {1}) die (disjunkte) Vereinigung zweier unverknoteter
Kreise. Sei auferdem X := 52 v §2 ¢ R3 die Vereinigung zweier Réume der Form 2 (aus dem vorigen
Beispiel ), mit einem gemeinsamen Punkt.
Wiederum ist die Inklusion
X c RA\F
ein Deformationsretrakt.

Notation 4.11. Wenn wir im folgenden Fundamentalgruppen fiir topologische Rdume X angeben, werden
diese Rédume stets wegzusammenhéngend sein. Insbesondere liefert dies fiir zwei beliebige Punkte z,y € X
Isomorphismen:

771(Xa I) = 7T1(X7 y)

(Lemma 3.69; dieser Isomorphismus hingt von der Wahl eines Weges von x nach y ab). Wenn wir eine
Aussage der Form “mry(X) ist isomorph zu einer Gruppe G” treffen, ist hiermit gemeint: fiir einen Punkt x
(dquivalent: fiir jeden Punkt x) gibt es einen Gruppenisomorphismus 7 (X, z) = G.

Folgerung 4.12. Wir erhalten folgende Gruppenisomorphismen
m1(S? v §2) = 1 (R3\F)
71 (St v 1) = 1 (RA\{(+1,0), (=1,0)}).
Die Strategie, die Fundamentalgruppen dieser Réume zu berechnen (und zu sehen, dass es sich um
isomorphe Gruppen handelt), lidsst sich wie folgt umreien:

e Der Raum S? liisst sich deuten als eine S2, zusammen mit einer S!, die lings eines abgeschlosse-
nen Intervalls “zusammengeklebt” sind. Da S? und auch das abgeschlossene Intervall einfach zusam-
menhiingend sind (Bemerkung 3.70, insbesondere ist ihre 7y trivial) und 71 (S1) = Z wird sich, wie wir
als Beispiel des Satzes von van Kampen sehen werden, hieraus

~ Th 3.50
(8% = m(sh) R

ergeben.
e Auflerdem, wie wir ebenfalls aus dem Satz von van Kampen ableiten werden, gilt
m(S% v S?) = (S s m(SY) 2 Z+Z =: Fy.

Hierbei bezeichnet * das freie Produkt, welches wir in Kiirze einfithren werden. Die Gruppe rechts ist
die sog. freie Gruppe in zwei Erzeugern.
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Betrachten wir hingegen das Komplement zweier verknoteter Ringe K (siehe Skizze in Beispiel 4.1), so

werden wir erhalten:
T (R\K) = Z2.

Auch dies wird ein Resultat des Satzes von van Kampen sein. Im Moment kénnen wir schon einmal feststellen,
dass es eine interessante Relation zwischen den Schleifen oo und S gibt, ndmlich

aoBoatop ! =e,

d.h. @ und B kommutieren (in 71 (R*\K) miteinander! Dies sicht man an folgender Skizze. In der ersten
wurde der Aufpunkt der Klarheit halber nicht fiir alle Schleifen gleich gezeichnet.

Um die Schleifen komponieren zu kénnen, zeichnen wir sie erneut, mit gleichem Aufpunkt:

P m%‘\\ o .
g N N

Die Komposition der Schleifen ist bis auf Homotopie (gestrichelt angedeutet) gerade die Nullschleife
(beachte dass die rot gezeichnete Schleife iiber beiden Ringen liegt, damit ist sie nullhomotop)
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Wir fassen zusammen:

Ringe S | m(R*\S) abelsch
Nicht verknotete Ringe F' Fy nein
Verknotete Ringe K Z? ja

Laut Folgerung 3.67 sind also R*\K und R\ F nicht zueinander homomorph.

4.2 Freie Produkte von Gruppen

Freie Gruppen und allgemeiner freie Produkte von Gruppen sind eine ungemein wichtige Konstruktionstech-
nik, um neue Gruppen aus schon bekannten zu konstruieren.

Die Idee ist folgende: seien G und H zwei Gruppen (die nichts miteinander zu tun haben). Wir suchen
eine neue Gruppe, in der sowohl die Elemente von G, als auch die von H drin liegen, aber ansonsten moglichst
nichts miteinander zu tun haben! Wie kénnte man so eine Gruppe konstruieren? Eine Idee ist die folgende:

Definition und Lemma 4.13. Seien G, H Gruppen. Das Produkt (oder auch direkte Produkt)
G x H={(g,h)|lge G,he H}
versehen wir mit der komponentenweisen Gruppenoperation, d.h.
(g,:h) o (g", /') := (g oG ¢’ hon h').
Hierbei bedeutet og die Operation in G usw. Dies ist eine Gruppe.

Beweis. Der Beweis ist ein einfaches Nachpriifen der Gruppenaxiome und bleibt dir iiberlassen(!) . Wir @
bemerken nur, dass Inverse durch

(g.h) " =(g ")
und

€= (€G76H)

gegeben sind. O
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Das Produkt G x H ist eine wichtige Konstruktion, ist aber nicht die Losung fiir das o.g. Problem: wir
CD haben zwar einen injektiven Gruppenhomomorphismus(!)

G—Gx va'_)g:: (gaeH)'
Auf diese Weise konnen wir die Elemente von G als Elemente von G x H auffassen. Wenn wir dies tun, gilt
EOE = (gaeH) o (eGah) = (906G76H Oh) = (g7h)

sowie ebenso (g,h) = h og. Also kommutieren g und h (fiir beliebige g € G und h € H) miteinander.
Dies widerspricht dem Wunsch, dass die Elemente von G und von H in der gesuchten neuen Gruppe nichts
miteinander zu tun haben: immerhin kommutieren sie noch, was eine gewisse spezielle Eigenschaft ist.

Die topologische Bedeutung des Produkts von Gruppen liegt in folgender Aussage:

Satz 4.14. Seien X < R™ und Y < R” topologische Ridume sowie z € X, y € Y. Seilen p; : X xY —
X, (z,y) » zund ps : X xY - Y, (z,y) — y die Projektionen. Dann ist die Abbildung

T (X x Y, (z,y)) = m1(X,z) x m(Y,y),
v = ((P1) 7, (P2)+7)

ein Gruppenisomorphismus.

Beispiel 4.15. Der n-dimensionale Torus T" ist definiert als

T =St x ... x S*

(n Faktoren).

Die Proposition (und eine Induktion iiber n) zeigen dann einen Isomorphismus

Theorem 3.50

Wl(Tn)E’lTl(Sl)X...X’ITl(Sl) 7",

Beweis. Zunéchst handelt es sich nach der Definition der Gruppenstruktur auf dem Produkt zweier Gruppen
und Definition und Lemma 3.63 um einen Gruppenhomomorphismus.
Zur Surjektivitdt: seien v und § Schleifen in X und Y. Dann ist

pi=9%x06:[0,1] > X x Y.t p(t) := (y(¢),6(¢))

stetig. (Hierbei fassen wir X x Y als Teilraum von R™ x R™ = R™*" auf.) Nach Konstruktion ist (p1)«p = v
und (p2)«p = 0. )

Zur Injektivitdt: nach Ubungsaufgabe 4.2 geniigt es zu zeigen, dass der Kern des Homomorphismus
trivial ist. Sei also p eine Schleife in X x Y mit Aufpunkt (z,y) derart, dass (p1)«p ~ € und (p2)«p ~ €y.
Anders ausgedriickt: schreiben wir p(t) = (v(t),(t)) so sind v und § nullhomotop, sagen wir vermége zweier
Homotopien H und I. (Also I(s,0) =y, I(s,1) = d(s), 1(0,t) = I(1,t) = y usw). Dann ist die Abbildung

H % I:[0,1] x [0,1], (5,) = (H(s, 1), I(s,1))

, wie man sofort(!) nachpriift. O

@ eine Homotopie zwischen p und e(, )
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Bemerkung 4.16. Die gleiche Aussage gilt (mit dem gleichen Beweis) fiir abstrakte topologische Raume,
sofern man X X Y mit der sog. Produkttopologie versieht.

Ein anderer Versuch, die beiden Gruppen G und H moéglichst unabhéngig voneinander zu kombinieren
beginnt mit der (disjunkten) Vereinigung
GuH.

Sie enthéilt die Elemente von G und von H. Wir haben jedoch zwei verschiedene Kandidaten fiir das neutrale
Element: eg und egy.
Probieren wir also

{e} u(G\lea}) u (H\{en}).
Auch dies ist noch keine Gruppe, da wir keine Handhabe haben ¢ - h (fiir ¢ € G und h € H) zu definieren.
Wir kénnten jedoch noch neue Elemente der Form

“gh”

hinzufiigen. Diesen Prozess sollten wir fortfithren, um weiterhin alle Produkte zur Verfiigung zu haben. Die
Idee ist, Elemente von G und H als “Worte” nebeneinander zu schreiben. Das freie Produkt (welches man
nicht mit dem (direkten) Produkt verwechseln darf) setzt diese Idee nun um:

Definition 4.17. Seien G, H zwei Gruppen. Video 26.06.20

e Ein Wort ist eine endliche (mdoglicherweise leere) Folge von Elementen in (G\{eg}) u (H\{ex}). Wir @
schreiben ein Wort als
W= Q1,02,...,0p,1 =0

wobei die a; entweder in G oder in H liegen und jeweils nicht das neutrale Element sind. Die Zahl
n(= 0) heift Linge von w. Die a; heiflen Buchstaben des Wortes w.

e Ein Wort heifit reduziert, falls benachbarte Buchstaben nicht beide in G oder beide in H sind.

e Falls a,b beide in G oder beide in H liegen, bezeichne a,b das Element ab von G bzw. H, falls dieses
Produkt # e ist und ansonsten das leere Wort. (Beachte: ab = e ist fquivalent zu a = b~1.)

e Ein Kind eines Wortes w ist ein Wort, welches entsteht, wenn man ein Teilwort a, b durch a, b ersetzt.

e Ein Nachkomme eines Wortes w ist ein Wort, welches ein Kind eines Kindes eines Kindes ... (in endlich
vielen Schritten) von w ist.

Um das Produkt von Worten zu definieren und bequem zu zeigen, dass dieses Produkt assoziativ ist,
verwenden wir folgendes Argument:

Lemma 4.18. Jedes Wort hat genau einen reduzierten Nachkommen.
Beweis. Sicher hat jedes Wort einen reduzierten Nachkommen: ist
w=...,a,b,...

mit a, b beide in G (analog beide in H), so ist ..., a,b,... ein Nachkomme mit geringerer Liinge.

Wir zeigen die Eindeutigkeit: seien x und y reduzierte Worte, die beide Nachkommen eines Wortes w
sind. Wir zeigen z = y per Induktion nach der Linge von w.

Der Induktionsanfang n = 0 ist klar: das leere Wort hat keine Kinder.

Nun zum Induktionsschritt. Die Kette der Kinder von w zu z (bzw. zu y) beginne mit einem Wort x;
(bzw. y1). Es geniigt folgende Behauptung zu zeigen: x; und y; haben einen gemeinsamen Nachkommen z:
falls v der reduzierte Nachkomme von z ist, so sind z und u beides reduzierte Nachkommen von z; und
damit nach der Induktionsvoraussetzung v = x. Ebenso gilt u =y, d.h. x = y.

Um diese Behauptung zu zeigen, legen wir folgende Notation fest: 1 (bzw. y;) entstehe aus w, indem
“a,b” durch “a,b” (bzw. “c,d” durch “c,d”) ersetzt wird. Wir unterscheiden drei Situationen, wie die Teil-
worte a,b und ¢, d in w angeordnet sind:


https://wwu.zoom.us/rec/share/wO1IP7apykBITa_v8nDDU4czFaTZT6a8hCMd8_cLxUbraB9qfPDOB42pkEpqX-id?startTime=1593151662000

76 KAPITEL 4. DER SATZ VON VAN KAMPEN

e Falls die Worte a, b und ¢, d das gleiche Teilwort in w sind, gilt 1 = y; und die Behauptung ist klar.

e Falls die Teilworte a,b und ¢, d in w nicht {iberlappen, wihlen wir z indem wir in z; ¢,d durch ¢, d
ersetzen.

e Falls die Teilworte iiberlappen, aber nicht iibereinstimmen, kénnen wir annehmen, dass a in w links
von c¢ steht. (Sonst vertauschen wir die Rolle von z und y.) Dann gilt b = ¢ und die drei Elemente
a,b,d sind alle in G oder alle in H. Wir betrachten vier Fille, je nach den Werten von ab und bd.

— ab=e, bd = e. Dann ist 1 = y;.

— ab = e, bd # e. Dann ist z; ein Kind von ;.

Analog fiir ab # e, bd = e.

Falls ab # e, bd # e betrachte das Wort z, welches aus x; entsteht, indem ab, d durch ab, d ersetzt
wird. Dann ist z ein Kind von x; und auch von y;. O

Definition und Lemma 4.19. Wir definieren das freie Produkt

G+ H
zweier Gruppen G, H als die Menge der reduzierten Worte. Fiir zwei Worte v = a4, ...,a,, und w = by,...,b,
ist die Multiplikation

vow

der nach Lemma 4.18 eindeutige reduzierte Nachkomme des Wortes
al,...,am7b1,...7bn.

Mit dieser Gruppenoperation wird G x H zu einer Gruppe. Wir nennen sie das freie Produkt von G und H.

Beweis. e Das leere Wort ist das neutrale Element, wir bezeichnen es wieder mit e.
e Das Inverse eines Wortes v = aq,...,a,, ist das Wort
—1._ -1 —1
V= e, 0

(beachte die geinderte Reihung!). In der Tat, es gilt z.B. vov~! = e, denn das Wort

-1 —1

-1
Alye ey Om—1,0m, Qpy 5 Ay 15+ - -, A

hat als Kind

-1
A1y m—1,0py_q5---501

dieses (nach m — 1 Schritten) als Nachkomme das leere Wort.

e Seien u,v,w drei Worte. Wegen Lemma 4.18 gilt dann
(uov)ow = wuo (vow),
denn beide Worte sind reduzierte Nachkommen des Wortes u, v, w. O
Bemerkung 4.20. Sofern G und H beides nicht-triviale Gruppen sind, d.h. nicht nur aus dem neutralen
Element bestehen, ist G« H nicht abelsch. Genauer gilt
goh#hog

fir alle g € G,g # e und h € H,h # ey. In der Tat, es gilt go h = g, h, denn dieses Wort ist reduziert.
Ebenso h o g = h, g. Die Worte g, h und h, g sind aber verschieden.
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Beispiel 4.21. Wir bezeichnen mit
FQ =727

die sog. freie Gruppe mit 2 Erzeugern. Konventionsgemifl (und der Klarheit halber) schreiben wir a fiir das
Element 1 im linken Faktor Z und allgemeiner a™ und fiir n € Z, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.
Ebenso bedeutet b™ fiir n € Z das Element n im rechten Faktor Z. (Der Buchstabe “a” und “b” ist natiirlich
nur ein Symbol, welches die beiden Faktoren Z voneinander unterscheidet.) Ausdriicke der Form

e, an, b", "o pn , po g

sind also Elemente von Fs. Hier ist e das neutrale Element (d.h. das leere Wort) und n,ng,n; € Z\{0}.
Allgemeiner sind die Elemente von der Form

[a™0]b™ a™ . b [a™], (4.22)

wobei k = 0, die ng,...,n; € Z\{0} und die eckigen Klammern bedeuten, dass a™ bzw. a™ im Wort
auftauchen kann, jedoch nicht muss. In der Tat, ein Wort z.B. von der Form a™0b"b™2 ist nicht reduziert,
aber hat als reduziertes Kind das Wort a™0p™1 472,

Allgemeiner lésst sich die Konstruktion freier Produkte durchfiihren, wenn nicht nur zwei, sondern endlich
viele Faktoren
Gi,...,G,

gegeben sind. (Es ist auch méglich, freie Produkte beliebig vieler Gruppen zu konstruieren, dies werden wir
jedoch nicht benétigen.)

Satz 4.23. Sei X := R?\{p, ¢} fiir zwei verschiedene Punkte p # q € R2. Sei ferner x € X beliebig. Dann
besteht ein Isomorphismus
(Fy:=)Z+Z=m (X, z).

Dies liefert uns also insbesondere das erste Beispiel einer nicht-abelschen Fundamentalgruppe.
Insbesondere verlangt der Beweis des Satzes, einen Gruppenhomomorphismus
Z+7Z— m(X,x)

anzugeben. Das folgende Lemma erklirt, wie man diesen und andere dhnliche Gruppenhomomorphismen
konstruiert. Man vergleiche diese Aussage auch mit Ubungsaufgabe 4.1!

Lemma 4.24. Seien Gy, ...,G, und H Gruppen. Seien f; : Gy — H Gruppenhomomorphismen. Dann gibt
es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus

f:G=Gy*---+G,, > H,

der die Elemente g € G (aufgefasst als Worte der Lidnge 1 in dem freien Produkt G) auf fi(gx)(e H)
abbildet. Wir bezeichnen diesen Gruppenhomomorphismus mit

Jrww fo
Uberdies entsteht jeder Gruppenhomomorphismus f : G — H auf diese Weise.

Beweis. Um die Notation etwas zu vereinfachen, nehmen wir an, dass n = 2 ist. (Der allgemeine Fall wird
genauso bewiesen, nur mit mehr Indizes an allen Elementen.) Ist w = [a1, |b2, as, .. ., bp—1[, an] ein reduziertes
Wort (die eckigen Klammern geben an, dass die dufleren Terme evtl. nicht auftauchen, vgl. (4.22)) mit ay, € G4
und by € G5, so definieren wir

f(w) :=[fi(a1)o] f2(b2) o fi(az) o -+~ o fa(bu—1)[of1(an)].

Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus: ist w’ = [a}, |5, a5, ..., b}, _1[, a},] ein weiteres reduzier-
tes Wort, so ist beispielsweise w o w’ das Wort

7 / ! / !
[a1,]b2, a3, ..., bn_1,an,a}, b5, a5,...,b0, 1], ar,]
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falls der Buchstabe a,, in w und @} in w’ auftaucht. Es gilt

00 fa(bp-1) o fi(anay) o fa(by) ... [ofa(bn-1)]
-0 fa(bn—1) © fi(an) o fi(a}) o f2(b3) ... [ofa(bn-1)]

In der zweiten Gleichheit wurde benutzt, dass fi ein Gruppenhomomorphismus ist. Die anderen Fille (ent-
weder a,, oder a} taucht auf, oder nur einer taucht auf) werden #hnlich(!) gezeigt.

Da (nach Definition!) jedes Wort w wie oben das Produkt von (ggf. a1), ba, ..., b1, (ggf. a,) ist, muss
fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : Gy * Go — H gelten

f(w) = [f(a1)o]f(bz) o+~ f(bn-1)[of(an)].

Da die kanonische Inklusion G; € G; * G5 ein Gruppenhomomorphismus ist(!) , ist f1 := flg, : G1 = H
ein Gruppenhomomorphismus und analog auch f := f|g,. Also ist f automatisch von der behaupteten
Gestalt. O

Wir kénnen nun die Aussage von Satz 4.23 noch einmal etwas préziser formulieren. (Die Festlegung der
Punkte p und ¢, die wir hier entfernen ist nur dazu da, um die Notation etwas zu vereinfachen.)

Satz 4.25. Sei X := R?\{(1,0),(—1,0)}. Alle Schleifen seien im folgenden mit Aufpunkt p := (0,0). Sei
Up = {(z,y) € X,z < 1} und Uy = {(z,y) € X,z > —1}. Fixiere eine Schleife @ in U; mit w(a, (—1,0)) =1
und eine Schleife 3 in Us mit w(g, (+1,0)) = 1.
Dann haben wir Gruppenisomorphismen
fl 14— 7T1(U1,p),n = a”
f2 12— WI(UQap)vn = /Bn
Diese Homomorphismen induzieren vermoge Lemma 4.24 einen Gruppenhomomorphismus
fixfa: Z+Z — m(X,p).

Dieser Gruppenhomomorphismus ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz der Gruppenhomomorphismen f; und f5 ist ein Beispiel von Ubungsaufgabe 4.1. Die
Inklusion S! — (1,0) c U; ist ein Deformationsretrakt (dies zeigt man #hnlich wie Beispiel 4.6, z.B. durch
Verwendung eines Homdomorphismus U; =~ R?\{0}). Damit erhalten wir einen Gruppenisomorphismus

Z 5 m(SY) S m (St —(1,0) 5 m (Uy).

Dieser bildet 1 auf die Schleife o ab. Komponiere diesen mit dem Homomorphismus, der durch die Inklusion
Uy — X induziert wird, erhalten wir also einen Homomorphismus (diese Komposition ist kein Isomorphismus)

L

f1:Z 7T1(U1)—>7T1(X).

Analog auch mit Us. Die Behauptung, dass es sich bei f; # fo um einen Isomorphismus handelt, wird spéter
allgemeiner bewiesen, siche Theorem 4.32. O
4.3 Gruppentheoretische Grundbegriffe

Wir stellen folgende Ahnlichkeit in den Berechnungen von m;(S?) und 71 (R?\{p,q}) fest (Satz 4.25 und
Theorem 3.59):


https://wwu.zoom.us/rec/share/48YvJKiq91pLE4HN0USOCrwCEY3KX6a8h3cdqfJYzhoa8Huua1gzQFHryhOcbaiy?startTime=1593496936000
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Raum X S? R2\{(-1,0),(1,0)}

offene Teilmengen Uy, Uz | {(2,y,2),2 > —3}, {(z,y) e X,z < 1}
oy <t {wyeXe>—1)

Uy nUs Ring (= S!' x (0,1)) {(-1,1) xR

7T1(U1) 1 Z

7T1(U2) 1 Z

7T1(U1 N UQ) Z 1

m1(X) 1 Z+Z

Der Satz von van Kampen wird zeigen, dass i.d.R. (d.h. unter schwachen Bedingungen) die Abbildung
m (Ur) # m(Uz) — m(X)

surjektiv ist. Sie ist in den obigen beiden Féllen (S? und R?\{(+1,0)}) sogar ein Isomorphismus. Fiir all-
gemeine topologische Rdume X = U; u U, ist sie jedoch nicht notwendig injektiv. Beispielsweise ist dies
fiir das Komplement (in R3) von den zwei verknoteten Ringen der Fall. Auch die Fundamentalgruppe in
Ubungsaufgabe 4.6 (und auch dhnliche Uberlegungen fiir alle anderen Knoten) weisen ein solches Phinomen
auf. Wir verschaffen uns nun das notige gruppentheoretische Handwerkszeug, um die Idee auszudriicken,
dass sich der “Unterschied” zwischen beiden Gruppen durch 71 (U; n Us) beschreiben lisst.

Definition 4.26. Eine Teilmenge U c G heifit Untergruppe, wenn eg € U sowie fiir alle u,u’ € U gilt:
u~' e U und uo ' € U. Eine Untergruppe U — G heiflt Normalteiler, wenn fiir alle g € G

9 'Ug:= {97 luglue U} =U

gilt. In diesem Fall schreibt man

Ud4aG.

Definition und Lemma 4.27. Sei f : (G,0) — (H,*) ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von f ist
definiert als die Teilmenge

ker f:={g € G|f(g) = en}.
Das Bild ist definiert als
im f:={f(g)lg € G}.
Der Kern ist stets ein Normalteiler in G. Das Bild ist stets eine Untergruppe in H (jedoch nicht notwendig
ein Normalteiler).

Beweis. Fiir g, h € ker f ist (gh) € ker f wegen

flgh) = f(9)f(h) = enen = en.

Die Behauptungen eg € ker f und g=! € ker f (fiir g € ker f) folgen ebenso schnell mittels Lemma 3.47. Fiir
g€ Gund h € ker f ist

flg7 hg) = flg)f(R)f(9) = F(9)  en fl9) = em,
d.h. ker f ist in der Tat ein Normalteiler.

Die Behauptung, dass im f eine Untergruppe ist, bleibt dir iiberlassen: sie folgt ebenso direkt(!) aus der @
Definition eines Gruppenhomomorphismus sowie Lemma 3.47. O

Bemerkung 4.28. e Die Inklusion U ¢ g~ 'Ug gilt fiir jede Untergruppe, nur die umgekehrte Inklusion
g WUgcU
muss (fiir jedes g € G) gepriift werden, um zu zeigen, dass U ein Normalteiler ist.
e Falls G abelsch ist, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler, denn dann gilt
1

g 'ug=ug lg=1u

fir alleue U, g€ G.
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e Sei G = GLy(k) die Gruppe der invertierbaren 2-x-2-Matrizen iiber einem Korper k (z.B. k = R).

{1}

ist eine Untergruppe. (Hiermit ist gemeint, dass die Eintrige der Matrix in & sind, und die Matrix
insgesamt invertierbar ist). eine Untergruppe ist sie wegen

a b a b\ _ [ ad ab +bd cU
0 d 0o d ) 0 dd’' !
1
a b a”t _(de
<0 d) ‘( 0 d! >EU
1 0
(0 1>EU

eine Untergruppe. (Fiir die zweite Gleichung beachte a,d # 0 da die Matrix nach Voraussetzung in
GLy(k) ist.) Die Gruppe ist jedoch kein Normalteiler, denn

0

1

(P30 s) (8
“(10)(u5)
-(52)

Beispiel 4.29. Sei G eine Gruppe (wir werden dies spéter auf den Fall G = F; anwenden). Fiir g, h € G ist

Die Teilmenge

O =
N———

QL O
e Q<

(
(

QO O = O

U.

lg,h] :== g "h'gh

der sog. Kommutator der Elemente g und h. Man iiberpriift(!) mittels der Rechenregel (gh)~! = h~1g~!
sofort:

[9,h]" = [h,g].

Die sog. Kommutator-Untergruppe ist die folgende Teilmenge von G:
G" = {[g1, ]lg2, ha] - - - [gn; hn],n = 0, gk, hi € G beliebig }.

(Fiir n = 0 ist mit dem obigen Ausdruck das leere Produkt, d.h. das neutrale Element e gemeint.) Nach der
obigen Bemerkung ist diese Teilmenge abgeschlossen unter Inversen. Nach Konstruktion enthiilt G’ e und
ist abgeschlossen unter Multiplikation. Es handelt sich bei G’ also in der Tat um eine Untergruppe. Mehr
noch: es ist ein Normalteiler: fiir g € G ist

g g1, 1192, ha] - - - [gn, hnlg € G

Dies folgt aus der folgenden Formel (und einer Induktion iiber n mittels g~ *[g1, h1][g2, h2lg = 9 [91, h1]l9g ™ [g2, h2]9l
etc.):

97 [ slg =g 'r s rsg
= (g 'rg) Mg 'sg) Mg 'rg)(g 'sg)
=g~ rg.g " sg].

Definition und Lemma 4.30. Sei N < G ein Normalteiler.
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(1) Die Relation
g~g =gy leN

ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit G/N bezeichnet. Fiir g € G
bezeichne [g] = gN := {gn,n € N} die Aquivalenzklasse von ¢ in G/N.

(2) G/N xG/N — G/N,|g]o|¢'] :=[g o ¢'] definiert eine Gruppenstruktur auf G/N,

(3) Die Abbildung
m:G— G/N,g~ [g] = gN

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus,

(4) kerm = N.

Beweis. Falls g = g'n; und ¢’ = ¢”"ny mit ny,ny € N so ist auch g = ¢'n1 = ¢"nong € ¢” N, da N eine Unter-

gruppe ist. Falls g ~ ¢’ und ¢’ ~ ¢”, d.h. g¢" ! € N, ¢'¢" ! € NDie iibrigen beiden Bedingungen (Reflexivitit

und Symmetrie) zeigt man ebenso(!) unter Ausnutzung der iibrigen beiden Untergruppenaxiome. @
Um zu zeigen, dass die angegebene Gruppenoperation auf G/N wohldefiniert ist, betrachte fiir zwei

Teilmengen A, B c GG das elementweise Produkt

AB := {abla € A,be B}.
Wir zeigen (¢N)(g’N) = gg’' N, hieraus folgt die Wohldefiniertheit. In der Tat:
(gN)(g'N) = g(Ng" )N
= g(¢’N)N da N Normalteiler ist
=gg' NN
= g¢’N da N Untergruppe ist.

Die Behauptungen iiber 7 folgen dann schnell: 7 ist ein Gruppenhomomorphismus:
©(99') = g9'N = (gN)(¢'N) = n(g)7(g")-
kerm = {g so dassyN = N} = N :

ist g € N so folgt gN = N da N Untergruppe ist (es gilt gN = {gn wobei n € N} ¢ N, da N Untergruppe
ist; es gilt fir n € N: n = g g~ 'n, wiederum da N Untergruppe ist). Umgekehrt, falls gN = N, so ist
——

eN
insbesondere g = geq € N. O

Definition und Lemma 4.31. Sei G eine Gruppe und S c G eine Teilmenge. (Wir setzen nicht voraus,
dass S in irgendeiner Weise mit der Gruppenstruktur vertréiglich ist.) Die Teilmenge

H
ScH,H Normalteiler in G

(d.h. der Schnitt aller Normalteiler von G, die die Teilmenge S enthalten) ist ein Normalteiler. Sie heifit der
von S erzeugte Normalteiler.

Beweis. Tm folgenden steht H immer fiir einen Normalteiler in G, der S enthélt. Beispielsweise ist Ny H
die Teilmenge oben in der Behauptung. Schreibe kurz S := (1), H.

o Es gilt eq € H fiir jeden Normalteiler in G, damit auch eq € S.
e Seig,he S, dh. g,he H fiir alle H. Da jedes H Untergruppe ist, ist auch gh € H, d.h. ghe€ S.
e Fiir ge S, d.h. g€ H fiir alle H ist g ' € H, da H Untergruppe ist. Also ge (\; H = S.

e Fiir he S und g € G ist g~'hg in jedem H, da jedes H Normalteiler ist. Also ist g~ *hg € S. O
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4.4 Der Satz von van Kampen
Theorem 4.32. (Satz von van Kampen) Sei X ein topologischer Raum und
X = U1 U U2

eine offene Uberdeckung. Wir nehmen an dass Uy, Us und Uys := Uy n U wegzusammenhéingend seien. Sei
schlielich x € Uy n Us. Alle Schleifen und alle Fundamentalgruppen seien mit Aufpunkt x verstanden.

(1) Die kanonische Abbildung
O (Uy,x) *m(Us, z) = m1(X)

ist surjektiv.

(2) Der Kern ker ® ist der Normalteiler N, der von den Elementen

u(y)2(y) 7! (4.33)

erzeugt wird, wobei v € m1(Uy2) und g : m1(U12) — m1(Uk) den Pushforward ldngs der Inklusion
U2 < Uy, bezeichnet. (i, bildet also eine Schleife in Ui auf die gleiche Schleife, nun jedoch aufgefasst
als Schleife in Uy(D Ue), ab.)

(3) Insgesamt besteht also ein Isomorphismus

m(X) = (m1(Ur) # m(U2)) /N.

Bemerkung 4.34. In einigen Beispielen in der Folge gilt 71 (Uy n Uz) = 1. In diesem Fall ist die Aussage

des Satzes also
7T1(X) = 7T1(U1) * 7T1(U2).

In der Tat, in (4.33) erhalten wir nur das neutrale Element. Die Untergruppe {1} < 71 (Uy) # 1 (Us) ist ein
Normalteiler (direkt klar nach Definition), damit ist N = {1}.

Beispiel 4.35. Wir wenden den Satz auf die Situation von Satz 4.25 an:
e X = RA{(£1,0)},
o Uy = {(z,9) € X|z <1}, Us = {(w,y) € X|o > —1},
e £ =(0,0).

Die offenen Teilmengen Uy, U sind wegzusammenhiingend, ebenso wie auch Uy n Uz = {(z,y) € R?-1<
x < +1}. Der Satz ist also anwendbar. Die Teilmenge Uy n Us ist konvex und damit (Ubungsaufgabe 3.10)
gilt

7T1(U1 N UQ,O) =1

(die triviale Gruppe). Laut Bemerkung 4.34 erhalten wir

7 (RA\{(£1,0)}, ) = m (Uy, 2) # 71 (Us, )
xZx+7Z
=: FQ.

Wie bereits im Beweis von Satz 4.25 angemerkt ist der zweite Isomorphismus gegeben auf den beiden Faktoren

7"'1([]1"5) Z’VHW(W/?(_LO))
1 (Us, ) 57y w(y, (+1,0)).

U

Beispielsweise betrachten wir die Schleife
I5) loato Boa

7=
wie in der folgenden Skizze (mit p = (—1,0), ¢ = (1,0)):
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Es gilt w(a,p) = —1, also ist « (in Uy) nicht nullhomotop. Ebenso ist w(8,q) = —1, d.h. § ist in Us nicht
nullhomotop. Insbesondere gilt laut Bemerkung 4.20

ao B # foa(em(Ur)*m(Uz)).
Multiplizieren wir von links mit a~! und dann mit 5~' erhalten wir
=1 —1
yi=8 "oa "ofoa#e.

Anders gesagt: die Schleife v ist in R?\{p, ¢} nicht zusammenziehbar.
Andererseits: in R?\{p} ist die Schleife 3 nullhomotop (wegen w(3,p) = 0). Also gilt in 7 (R?\{p}, z):
[B] = e (e := e, ist die Schleife die im Aufpunkt = verharrt), und daher

ﬂfloofloﬂoazeoofloeoa

=aloa

=e.

Anders gesagt: in R?\{p} ist v zusammenziehbar (und analog auch in R?\{q}), hingegen in R?\{p, q} ist
~ nicht zusammenziehbar! Hiermit ist die Losung des Medaillenproblems (Frage 1.4 und Bemerkung 3.36)
abgeschlossen.

Beispiel 4.36. Die Berechnung von m(S?) = 1, die wir in Theorem 3.59 bereits durchgefiihrt haben ist
ebenfalls ein Spezialfall des Satzes: wir wenden die Notation aus der Tabelle auf S. 79 an: Uy = {(x,y,2) €
52,2 > =1}, Uy = {(z,9,2),2 < 3} und auch U; n U, sind wegzusammenhingend. Als Aufpunkt wéhlen
wir den Punkt p := (0,0,1)(e Uy nUs). In diesem Fall ist zwar 71 (Uy n Usg, p) nicht die triviale Gruppe, aber
das Bild von

71 (Uy n Uz, p) = 71 (Ug,p), k= 1,2

ist trivial (d.h. besteht nur aus dem neutralen Element), da die Gruppen 71 (U, p) beide trivial sind. Also
sind die Elemente in (4.33) auch in diesem Fall nur das neutrale Element, so dass wir erhalten

m(5%,p) = m (Uy,p) = w1 (Us, p)
~1=1
~ 1.

(Wieder bezeichnet 1 hier die triviale Gruppe. Das freie Produkt 1 # 1 besteht nach Definition nur aus dem
neutralen Element, weil reduzierte Worte nach Definition nur aus den Elementen gebildet werden, die nicht
die neutralen Elemente sind.) Da S? wegzusammenhéngend ist, erhalten wir mittels Lemma 3.69 auch einen
Isomorphismus

(5% ) =1

fiir jeden anderen Punkt x € S$%, wie z.B. den Nordpol.
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Beispiel 4.37. Betrachte X = S sowie

Uy = {(%y) €Sty < ;}

und

Uy = {(x,y) €Sty > —;}

Es handelt sich um eine offene Uberdeckung. Die Schnittmenge Uy nUs ist jedoch nicht wegzusammenhéngend J|
Daher ist der Satz von van Kampen (in der Formulierung von Theorem 4.32) nicht anwendbar. Uberdies ist
auch die Aussage im Teil (1) des Satzes falsch, denn 7, (Uy) = 71 (Uz) = 1, die triviale Gruppe, da beide Uy,
homdoomorph zu R sind, und 71 (R) = 1 gilt. Damit ist auch 71 (U;) #* 71 (Uz) = 1 die triviale Gruppe, wohin-
gegen wir 71 (S?) = Z (Theorem 3.50) wissen. Es kann jedoch keinen surjektiven Gruppenhomomorphismus

1 — Z geben, da letztere Gruppe aus mehr als einem Element besteht.

Beispiel 4.38. Wir berechnen die Fundamentalgruppe des Raumes (siehe Beispiel 4.9)
X :=§%:= 5% U[(0,0,R),(0,0,—R)]
mittels des Satzes von van Kampen. Wir wéhlen hierzu Uy, Us; C 52 mit folgenden Eigenschaften:
o U, U; sowie Uy n Us sind wegzusammenhéngend,
o 7, := 5% c U ist ein Deformationsretrakt,
o Zy:={(z,y,2) € S|y = 0,2 = 0} c U, ist ebenfalls ein Deformationsretrakt,
e 719 := 71 n Zy ist ein Deformationsretrakt von Uio := Uy N Us.

Dies konnen wir z.B. wie in der Skizze angedeutet wihlen:

In der folgenden Tabelle sind die relevanten offenen Teilmengen von X, sowie geeignete abgeschlossene
Teilrdume, so dass die Inklusion Z < U jeweils ein Deformationsretrakt ist, sowie ein grundlegender Raum
E; der zu Z homtomorph ist. Wir erhalten aus Folgerung 3.67 und Lemma 4.8 Isomorphismen

7T1(E) = 7T1(Z) = ’lTl(U),

die konkreten Werte dieser Gruppen sind in der letzten Spalte angegeben.
“einfacher” Raum E Z < X (abgeschlossen) U c X (offen) m

R VAT Uis 1
Z, =82 U, 1
Sl ZQ U2 ~7

Der Satz von van Kampen besagt dann
ﬂ1(§2) = 7T1(U1) #* 7T1(U2) ~1x7Z="7.

Wiihlen wir den Homdomorphismus S* — Z, wie skizziert, so wird unter diesem Isomorphismus (von rechts
nach links) 1 € Z auf die Schleife v wie skizziert abgebildet.
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Beispiel 4.39. Wir kénnen die Berechnungsmethode, die wir fiir 52 verwendet haben, auch anwenden auf
X := 5% v 5?2 (siehe auch die Bemerkungen auf S. 71):

“einfacher” Raum F Z < X (abgeschlossen) U < X (offen) m

{#} Zi2 U2 1
Zy = S? (erste Kopie)  Uj =~ Z (Beispiel 4.38)
Zy = S§? (zweite Kopie) Us =~ Z (Beispiel 4.38)

Wir bestéitigen mittels des Satzes von van Kampen die Behauptung auf S. 71:
m1(S% v §?) = w1 (U) # 1 (U) = w1(Zy) # m1(Zy) = Z + Z.
Unter diesem Isomorphismus wird (in der Notation von Beispiel 4.21) das Element
a™p™ . a" ey =Z+x+7

auf die Schleife

a™ofMo.--0a™ e (S? v S?)
abgebildet. Laut Beispiel 4.10 (in Verbindung mit Lemma 4.8) haben wir einen Isomorphismus
71 (R®\{zwei unverknotete Kreise }) = m,(S% v 5?).
Komponieren wir diese beiden Isomorphismen, so erhalten wir einen Isomorphismus
Z « Z 5 7 (R®\{zwei unverknotete Kreise })

der z.B. a € Z + Z auf die Schleife « in der Skizze auf S. 68 und b € Z + Z auf die Schleife 5 abbildet.

Beispiel 4.40. Sei K die disjunkte Vereinigung zweier verknoteter Ringe wie in der folgenden Skizze:
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Wir wenden den Satz von van Kampen an, um
m(RINK)=Z xZ

zu zeigen. Wir nutzen hierzu, dass die Vereinigung einer S% (mit einem Radius R > 1) mit einem Torus
S x St ein Deformationsretrakt ist:

X :=85%v (S'x S") cR\K.

Wir wenden den Satz von van Kampen wieder an auf offene Umgebungen (in X) von S% < U; und St x
S © U, so dass diese Teilmengen jeweils Deformationsretrakt von U; bzw. U, sind, etwa so wie in der
folgenden Skizze: dann ist Uy, Us und Uy n Uy wegzusammenhingend und es gilt 71 (Uy n Uz) = 1, denn
{#} = S% n (S' x S1) € Uy n U, ist ebenfalls ein Deformationsretrakt. Wir erhalten also (Bemerkung 4.34
und Satz 4.14)

7T1(X) = 7T1(S]2:i) *7’(1(51 X Sl)
~1+(Zx1Z)
~Z x 7.

4.5 Der Beweis des Satzes von van Kampen

Wir beweisen nun Theorem 4.32.

Beweis. Zunichst einige Bemerkungen zur Abbildung ®. Die Elemente im freien Produkt 7y (Uy) #- - -#71 (Up,)
sind (reduzierte) Worte

V15 V25005 Vs (441)
so dass die Buchstaben, d.h. hier die ~,, jeweils Elemente aus einer der Gruppen 71(Ug) (mit k& = 1,2)

sind, also sagen wir 7, sei eine Schleife in Uy, . Die Abbildung ® ist (der laut Lemma 4.24 eindeutige)
Gruppenhomomorphismus mit der Eigenschaft, dass seine Einschriankung auf die Untergruppen

71 (Uy) € m(Ur) # w1 (Uz)

gerade der Pushforward lings der Inklusion Uy ¢ X ist. Anders gesagt, ein Wort wie in (4.41) wird abgebildet
auf

P((v1,725 -+, Yr)) = thy (1) © thy (92) © 7+ 0 L, (V).
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Die Surjektivitit von ® bedeutet also, dass jede Schleife v in X homotop zu einer Schleife in dieser Form
ist. Etwas laxer geschrieben (d.h. ohne die ¢, ): wir miissen zeigen:

Y~MO Y (4.42)

wobei jedes 5 in einer der Teilmengen Uy, enthalten ist.

Mit dieser Einsicht beginnen wir den Beweis von Teil (1): sei eine Schleife 7 : [0, 1] — X also gegeben. Wir
zeigen die Aussage (4.42) #hnlich wie im Beweis von Theorem 3.59, indem wir zuniichst folgende Behauptung
zeigen: es gibt eine Zerlegung

O=to<t1 < --- <ty =1,

mit der Eigenschaft, dass jedes Intervall [t;_1,t;](< [0,1]) unter v auf eine der Teilmengen U abgebildet
wird: da vy stetig ist, hat jedes ¢t € [0,1] eine (in [0,1]) offene Umgebung V; so dass v(V;) in einem Uy
enthalten ist. Wir konnen (nach Definition offener Mengen in [0, 1]) annehmen, dass V; = (t—e€,t+€) n [0, 1]
ist. Durch Verkleinern von e konnen wir iiberdies annehmen, dass sogar [t — €,t + €] unter v ganz in eines
der Uy abgebildet wird. Wir erhalten so eine offene Uberdeckung

[071] = U Vi
1

te[0,1

Da [0, 1] kompakt ist (Theorem 2.14), hat diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung. Die Endpunkte
dieser (endlich vielen) offenen Teilintervalle liefern also eine Zerlegung von [0, 1] wie oben behauptet.

Schreibe ; := 7|r,_, 1,1 (1 < i < m). Diese Teilstiicke sind Pfade (jedoch i.A. keine Schleifen), die in
Uy, verlaufen. Da Uy, n Uy,,, nach Voraussetzung wegzusammenhéngend ist, kénnen wir einen Pfad §; (in
Uk, N Ug,,,) wéhlen, der vom Aufpunkt z zu ~(t;) verlauft. Die Schleife

-1 -1 -1
1m05m7_3°5m71 O Ym—100m_20---005 0793001007 0o (4.43)
— N ~ ) ~—— N —
in Ug,, in Uk'7n—1 in Ug, in Uk,

ist homotop zu v (Ubungsaufgabe 3.4). Beachte, dass die Teilpfade in der Tat in den angegebenen Teilmengen
liegen, da dies fiir vy, gilt und da suppd, € Uy n Uy, d.h. sowohl in Uy, als auch in Uy,,, liegt. Auflerdem
ist Anfangs- und Endpunkt dieser Teilpfade jeweils gleich, d.h. es handelt sich um Schleifen in den Uy,.
Also haben wir mit (4.43) Komposition von Schleifen gefunden wie behauptet, d.h. die Surjektivitét von P,
d.h. Teil (1), ist bewiesen.

Die Aussagen (2) und (3) sind nach Ubungsaufgabe 4.3 #dquivalent. Wir zeigen nun also

ker® = N.

Zur Inklusion N c ker ®: hierzu reicht es zu zeigen, dass die Erzeuger von N in ker @ liegen, d.h.

11()e2(y) ! € ker @.

(Da ker ® laut Definition und Lemma 4.27 ein Normalteiler von 71 (Uy) * 71 (Uz), ist N demzufolge in ker ®
enthalten.) In der Tat, ® bildet dieses Element ab auf ¥(3) ! = e,, wobei 7 die gleiche Schleife wie ~ ist,
nun jedoch aufgefasst als Schleife in X.

Zur umgekehrten Inklusion N D ker ®. Sei

v =[]y, o ofar]u,,

ein Element in ker ®. Hierbei bedeutet die Notation, dass a; eine Schleife in Uy, ist und [—] bezeichnet die
Homotopieklasse von Schleifen (in dem jeweiligen Uy, ). Es gibt also eine Homotopie

H:[0,1] x[0,1] > X

zwischen den Schleifen aq o--- o, und der konstanten Schleife e,. Es gibt dann Zerlegungen 0 = sy < s1 <
<SSy =1lund 0=ty <ty <--- <ty =1 derart, dass die Rechtecke

Rij = [si—1,5i] x [ti—1,ti]
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unter F' in eine der beiden Mengen U; oder Us abgebildet werden. Solche Zerlegungen erhalten wir, indem
wir (wie oben!) [0,1] x [0,1] zundchst durch Rechtecke [a,b] % [¢,d] iiberdecken, die unter F jeweils in
eines der Uy abgebildet werden, anschliefend die Kompaktheit von [0, 1]? ausnutzen (Theorem 2.14!) und
anschlieflend fiir die s; und ¢; all die Grenzen dieser Rechtecke die hierbei auftauchen, wéhlen. Indem wir die
s-Zerlegung eventuell verfeinern kénnen wir annehmen, dass die Intervalle auf denen die Pfade «; definiert
sind, aus (endlichen) Vereinigungen der Intervalle [s;_1, s;] bestehen.

Bezeichne mit v;; := (s;,t;) sowie mit a;; den Pfad (in X), der entsteht, indem wir H auf die horizontale
Kante [v;;, vi+1,;] anwenden und b;; analog mit der vertikalen Kante [v;;,v; j+1].

Es ist dann also o; = ap, , 00 0ay, o fiir gewisse p;, so dass also

v = [aa]u,, oo ar]u,, =[ao0 0 - 0ap 0luy, - [ap. 1,00 0 ap 0luy, -

Die Wege a;; und b;; sind Pfade, jedoch keine Schleifen. Da U; n Uz wegzusammenhéngend ist, konnen wir
jedoch Wege h;; vom Aufpunkt  zu H(v;;) wéhlen, die in U; bzw. in U; bzw. in Uz liegen (je nachdem in
welcher dieser Mengen der Punkt v;; liegt). Durch Einfiigen von Pfaden der Form h;;(h;;) ! kénnen wir (wie

im Beweis der Surjektivitat in Teil (1)) Schleifen (im Gegensatz zu Pfaden) a,; und b;; finden, die jeweils in
U: oder in Us enthalten sind, so dass

v = [ao,0lux, @ -0 [ap, 0luy, - - - [@p,_y 0luy, © - 0 [ap, 0]u,, -

Vermoge der Abbildung H erhalten wir eine Homotopie zwischen den Schleifen a; ¢ und l;ip&i’ll;i_ +11,0. Um
die Notation festzulegen, nehmen wir an, dass a;0 in U; liegt (der Fall in Us geht genau analog). Die
0.g. Homotopie liegt in Uy oder in Uy (da das Rechteck mit den Ecken v; o, vi41,0, Vit1,1,vi,1 unter H auf Uy
oder U; abgebildet wird). Falls die Homotopie in Uy stattfindet, so gilt in 71 (Uy):

[@i0] = [bi.0]u, [@1]u, [bis1.0lp)

d.h. auch in 7T1(U1) * 71'1(U2) gllt

Y= [di70]U1 s = .. [bi,O]Ul [ai,l]Ul [bi+1’0]511 e (444)

Wenn die Homotopie hingegen in U, stattfindet, dann liegt die Schleife @; ¢ in Uy n Us. Es gilt dann also

[@:0]u, = t1(@i0)ea(@io)  aiolu, (€ m(Ur))

sowie

[@:0]v, = [biolval@inlu, [bis10ly) (€ m(U2)).
Wir erhalten also

v=...]@olu, - = ~-~Ll(di,O)LQ(di,O)_l[Bi,O]Ug [@i1]u, [bi+1,o](}21 ..
[

eEN
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Da N < m(Ur) # m1(Uz) der Normalteiler ist, der von den angegebenen Elementen erzeugt wird, gilt
Nbiolu, = [bio]u, N, d.h. es gibt ein n; € N mit

01(@i,0)e2(ai0) " [biolvs = [biolusmni-

Wir erhalten also

v =...laiolu, - = - [biolusnilai1]vs[bir10lp, - - (4.45)
In beiden Fillen, also in (4.44) und (4.45) fithren wir dieses Argument fiir jedes einzelne a;o aus. Die
benachbarten b; o und 5;& kiirzen sich weg. Da (nach Definition einer Homotopie) H(0,t) = H(1,t) = x sind
alle by ; und by, ; die konstanten Schleifen am Aufpunkt z. Damit gilt auch [bo ;] = [bp, ;] = 1 (das neutrale
Element). Indem wir dies benutzen sehen wir also, dass v ein Produkt von Elementen der Form [a; 1] und

(ggf.) Elementen n; € N ist. Wiederum da N ein Normalteiler ist, d.h. dass N[a@;1] = [@;,1]N gilt, gibt es
ein n € N mit der Eigenschaft

vy = [dO,l] e [dpml]n.

Um also zu zeigen, dass v € N liegt, geniigt es zu zeigen dass das Produkt der vorderen Terme in N liegt.
Daher kénnen wir eine Induktion iiber die Lénge der Zerlegung 0 = ¢y < --- < t; = 1 durchfithren und
erhalten

v € [@oq] - - [@p, q]N.

Da H(s,ty) = H(s,1) = « fiir alle s € [0, 1] ist, ist jedes a; ; und damit auch @, ; die konstante Schleife am
Aufpunkt z. Insgesamt erhalten wir also die Behauptung v € N. O

4.6 Ubungsaufgaben
Ubungsaufgabe 4.1. Sei G eine Gruppe. Fiir g € G bezeichne

no._ go---og(n mal) nz0
97 glo---0og(|n| mal) n<0.

Zeige: es gibt genau einen Gruppenhomomorphismus
fo:2 — G,

der 1 auf g abbildet.
Zeige ferner: fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : Z — G gilt

f=fy, mitg:= f(1).

Ubungsaufgabe 4.2. Sei f : (G,0) — (H, ) ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von f ist definiert
als die Teilmenge
ker f:={g € G|f(g) = en}.
Zeige:
o fiir g, g’ € ker f ist auch ¢! und go ¢’ € ker f. Auflerdem ist eg € ker f. (Teilmengen von G, die diese
beiden Eigenschaften haben, werden als Untergruppe bezeichnet. Also: ker f < G ist eine Untergruppe.)

e f ist injektiv genau dann, wenn ker f = {es}.

Ubungsaufgabe 4.3. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass f einen Gruppenisomor-
phismus
G/ker f S im
induziert.
Insbesondere: falls f surjektiv ist, induziert f einen Gruppenisomorphismus

G/ker f 5 H.
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Ubungsaufgabe 4.4. Die Abelianisierung einer Gruppe G ist definiert als
Gap = G/G'.
Hierbei bezeichnet G’ die Kommutator-Untergruppe.
Zeige, dass G, eine abelsche Gruppe ist.

Ubungsaufgabe 4.5. Betrachte den (laut Lemma 4.24) eindeutigen Gruppenhomomorphismus der das
Element 1 in der ersten Kopie von Z (in F3) auf (1,0) abbildet und das Element 1 in der zweiten Kopie von
Z auf (0,1) abbildet:

Fo=Z+7Z —>7Z x7Z.

Zeige: dieser Gruppenhomomorphismus ist surjektiv, jedoch kein Isomorphismus. Zeige: er induziert einen

Isomorphismus
(F2)ab d Z2

zwischen der Abelianisierung von Fy und Z x Z.

Ubungsaufgabe 4.6. Sei K der Kleeblattknoten, so wie in der Skizze gezeichnet:

—K

/

Seien a1, ag,as die Schleifen in R3\ K deren Aufpunkt p “weit vor” dem Knoten liegt und jeweils wie ange-
geben vor den Schlingen des Knotens in der angegebenen Richtung verlaufen und ansonsten direkt vom bzw.
zum Aufpunkt verlaufen. Beispielsweise die Schleife a; verlduft vom Aufpunkt entlang der gestrichelten Linie
vor der linken unteren Schlinge in K, dann unterhalb der linken Schlinge des Knotens (griin gezeichnet),
dann wieder zuriick zum Aufpunkt. Ahnlich ist bei den iibrigen Schleifen jeweils der Pfad vom Aufpunkt
zum Beginn des griinen Pfeils vor dem Kleeblattknoten K hinzuzufiigen, sowie am Ende des griinen Pfeils
ein Weg, ebenfalls vor der Kleeblattschlinge, zuriick zum Aufpunkt.
Zeige, dass in G := m;(R3\K) folgende Gleichungen gelten:
alaglaglag =e
agaglaflag =e

1

asay a;lal =e.
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Tipp: jede dieser Gleichungen stammt von einer der Uberkreuzungen in der Schlinge K. Orientiere dich
beim Beweis dieser Gleichungen an der Diskussion der Fundamentalgruppe von R3\{zwei verknotete Ringe }.
Setze a := asazas und b := azas. Zeige anhand der obigen Gleichungen, dass in G gilt:

(Z2 — b3
(hierbei a? := aa, b> = bbb).

Bemerkung: man kann zeigen, dass die Elemente ¢ und b die Gruppe G erzeugen und dass die obige
letztere Relation die einzige nicht-triviale Relation in G ist.

4.6.1 Prisenzaufgaben fiir die Ubungen

Ubungsaufgabe 4.7. Eine maximale wegzusammenhiingende Teilmenge Y € X eines topologischen Raum-
es X heifit Wegzusammenhangskomponente, d.h. fiir jede wegzusammenhingende Teilmenge Y’ € X mit
Y € Y’ gilt schon Y = Y".

e Es seien y,1y’ € Y zwei Punkte, die in derselben Wegzusammenhangskomponente
Y € X liegen. Zeige, dass es einen Gruppenisomorphismus 71(X,y) — 71(X,y’) gibt. (Wiederhole
Lemma 3.69)

e Zeige, dass es fiir alle y,3’ € Y einen Gruppenisomorphismus (X, y) — m1(Y,y’) gibt.

Ubungsaufgabe 4.8. Zeige, dass die kanonische Inklusion S” € X := R"*!\{0} ein Deformationsretrakt
ist.

Ubungsaufgabe 4.9. Das Mobiusband entsteht aus dem Rechteck R := [0, 1] x [—1, 1] durch gegensinniges
Zusammenkleben der gegeniiberliegenden Kanten {0} x [~1,1] und {1} x [-1,1]. Wir kénnen es als einen
Quotientenraum M := R/ ~ beschreiben. Die Aquivalenzrelation ist folgendermafien gegeben:

(z,y) ~ (¢',y") genau dann, wenn eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:
a) (x,y) = (z/y),

b) ze{0,1}, («/,y) = (1 — =z, —y).
1. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
2. Sei I =[0,1] x {0} und g: I — S! die stetige Surjektion (x,0) + exp(2miz). Zeige, dass g: I/ ~ —

St [(x,0)] — exp(2miz) wohldefiniert ist, d.h. fiir (z,0) ~ (a’,0) gilt g((x,0)) = g((2',0)). Folgere,
dass fiir die stetige Projektion p: I — I/ ~, (x,0) — [(z,0)] gilt: gop = g.

3. Zeige, dass g bijektiv ist und gib die Umkehrabbildung A an.

Wir versehen I/ ~ mit der Quotiententopologie, d.h. U € I/ ~ ist genau dann offen, wenn p~!(U) < I offen
ist.

4. Zeige, dass g stetig ist.

Auch h ist stetig. Den Beweis lassen wir hier aus. Damit ist g: I/ ~ — S! ein Homémorphismus!

5. Zeige, dass I/ ~ < M ein Deformationsretrakt ist.

6. Bestimme 71 (M, (1,0)).

7. Betrachte die Schleife auf M, die ein Mal den Rand von M ablduft. Fasse diese Schleife als Schleife
v in St auf. Bestimme |w(v,0)| € Zso. (Hier ist kein mathematischer Beweis notwendig. Eine kurze
Erkldarung geniigt.)

Ubungsaufgabe 4.10. Skizziere die Objekte und bestimme die Fundamentalgruppe am Punkt z = (1,0, 0) EI
XcY:
(1) X ={(z,y.2)eR’|2® +y* =1, ze [-11]},

(2) Y =X u{(x,y,£1) e R® | 22 + y? < 1}. (Hier geniigt eine Erklirung ohne explizite Rechnung.)
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Ubungsaufgabe 4.11. Betrachte die allgemeine lineare Gruppe GLs (R) sowie die Determinantenabbildung
det: GLy(R) — R*. Die spezielle lineare Gruppe ist gegeben durch SLo(R) = {4 € GL2(R) | det(4) =1} =
ker(det). Diese ist nach Lemma 4.27 ein Normalteiler in GLy(R).

Zeige, dass det: GLa(R)/SLa(R) — R*, [A] = det(A) ein Gruppenisomorphismus ist. Dabei ist [A] =
ASLy(R) = {AB | B € SLy(R)}. Zeige dazu die folgenden Beweisschritte:

e det ist wohldefiniert, d.h. fiir A, A’ € GL,(R) mit [A] = [A] ist det([A]) = det([A"]).
e det ist ein Gruppenhomomorphismus.
e det ist surjektiv.

e ker(det) = {eqr,(r)/sL,(r) = [12]} (siche Ubungsaufgaben 3.36 und 4.2).

Ubungsaufgabe 4.12. 1. Es sei G eine abelsche Gruppe und N c G eine Untergruppe. Zeige, dass N
ein Normalteiler in G ist.

Betrachte nun die Untergruppe (Z, +) < (R, +). Wir schreiben [r] := r+Z = {r + z | z € Z}. Die stetige
Abbildung f: R — S! sei gegeben durch r — exp(2miz) und p: R — R/Z sei die surjektive kanonische
Projektion r — [r].

2. Zeige, dass f: (R/Z,+) — (S',+), [r] = exp(2mir) ein Gruppenisomorphismus ist. Nutze dafiir die
Vorgehensweise aus Ubungsaufgabe 4.11.

Wir versehen R/Z mit der Quotiententopologie, d.h. U < R/Z ist genau dann offen, wenn p~!(U) < R offen

ist. Esist f = fop.

3. Zeige, dass f stetig ist.

4. Zeige folgendermaflen, dass f eine offene Abbildung ist, d.h. fiir jede offene Teilmenge U c R ist
f(U) c St offen:
e Zeige, dass f((a,b)) fiir alle a < b€ R offen in S! ist. (Unterscheide |[a —b| = 1 und |a — b| < 1.)

e Fakt: Jede offene Teilmenge U < R kann als abzdhlbare Vereinigung von offenen Intervallen ge-
schrieben werden, also U = J,,cn(@n, bn)-
Folgere mithilfe des Faktes, dass f offen ist.

5. Zeige, dass auch f offen ist. Folgere mithilfe von Bemerkung 2.33, dass f ein Hom6omorphismus ist.

Ubungsaufgabe 4.13. Es sei n ungerade und I,, die Identitéitsmatrix in R"*". Zeige, dass —I,, kein Kom-
mutator in GL,(R) ist, d.h. es existieren keine Matrizen A, B € GL,(R) mit [4, B] = —1I,,.

Ubungsaufgabe 4.14. Es sei G eine Gruppe, G’ € G die Kommutatoruntergruppe sowie N € G eine
weitere Untergruppe. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(1) N ist ein Normalteiler in G und G/N ist abelsch.

(2) G N.
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